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CZESC 1. SFORMULOWANIE TEORETYCZNE

W pracy przedstawiono model obliczeniowy belkowych mostow kolejowych z 1o-
sowo zmiennymi parametrami podsypki. Model, w ktorym podsypka toru kolejo-
wego jest ciaglym podtozem lepko-sprezystym, sformutowano metoda elementéw
skonczonych w ujeciu Galerkina (GFEM). Alternatywnie zastosowano typowe
funkcje ksztattu elementu skonczonego w postaci wielomianéw Hermite’a i funk-
cje specjalne, ktore wyprowadzono na podstawie $cistego rozwiazania jednorod-
nego réwnania statycznego, opisujacego problem zginania belki spoczywajacej na
podtozu sprezystym. Wyprowadzono réwnania ruchu opisujace sprzezone, piono-
we drgania dzwigara mostowego i toru kolejowego w obrebie mostu i w strefach
dojazdowych. Drgania te sa wymuszone przejazdem pociagu ze stala predkoscia,
przy czym pociag jest traktowany jako zbidr ruchomych mas skupionych. Zapro-
ponowany model mostu umozliwi W przysztych badaniach efektywna analize sto-
chastyczna drgan z zastosowaniem metody symulacyjnej Monte Carlo.

1. Wprowadzenie

W zwiazku z intensywnym rozwojem infrastruktury kolejowej, przezna-
czonej do obstugi pociagéw poruszajacych si¢ z duzymi predkosciami, w litera-
turze $wiatowej pojawito sig ostatnio wiele nowych prac dotyczacych réznorod-
nych zagadnien dynamiki mostéw kolejowych, np. [1-4]. Jednym z kierunkéw
prowadzonych badan jest ocena wplywu zmienno$ci parametrow hawierzchni
kolejowej na charakterystyki drgan mostow spowodowanych przejazdem pocia-
gow. Ze wzgledu na duze wymagania jako$ciowe stosowane w wykonawstwie
linii kolejowych duzych predkosci ewentualne odchytki parametréw nawierzch-
ni maja charakter losowych fluktuacji wokot zatozonych wartosci projektowych.
Zagadnienie zmienno$ci parametrow jest wiec obecnie analizowane raczej
w kategoriach probabilistycznych niz deterministycznych.

W literaturze najczesciej rozwazany jest problem nierdwnosci toru, ktory
ma istotne znaczenie z punktu widzenia analizy sprz¢zonych drgan uktadu
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most—pociag [1]. W ujgciu probabilistycznym nieréwnosci toru sa opisywane
zazwyczaj stacjonarna (czgsto gaussowska) funkcja losowa zmiennej prze-
strzennej, a ich wpltyw na charakterystyki drgan jest analizowany metoda Monte
Carlo [5, 6]. Ze wzgledu na niestacjonarno$¢ odpowiedzi dynamicznej uktadu
most—pociag ruchomy, charakteryzujacego si¢ zmienng w czasie konfiguracja
rozktadu masy, rzadko stosowane jest podejécie alternatywne wykorzystujace
aparat matematyczny proceséw stochastycznych. Ciekawym przyktadem takiego
ujecia tematu jest praca F. Lu i in. [6], w ktorej autorzy rozwingli sformutowanie
metody PEM (Pseudo-Excitation Method) na przypadek analizy stochastycznej
drgan uktadow o parametrach zmiennych w czasie. Wczesniej metoda PEM byta
stosowana wytacznie do zagadnien dynamiki stochastycznej uktadow o parame-
trach niezaleznych od czasu.

W odréznieniu od problemu nieréwnosci toru, ktory jest w duzej mierze
rozpoznany, dotychczas nie zostalo dostatecznie zbadane zagadnienie oceny
wplywu zmiennosci parametrow fizycznych podsypki toru kolejowego. Zasad-
nicze znaczenie w analizie tego zagadnienia ma sposob modelowania podsypki.
W modelach mostow kolejowych tworzonych na podstawie metody elementow
skonczonych reprezentacja podsypki jest na ogét zbior izolowanych wiezi lepko-
-sprezystych, zlokalizowanych w punktach podparcia szyn na podktadach, sta-
nowiacych réwnoczes$nie wezty podziatu szyny i dzwigara mostowego na ele-
menty skonczone [7, 8]. Podejscie to wiaze si¢ z konieczno$cia wprowadzenia
do modelu wielu zmiennych losowych, na ogoél skorelowanych, opisujacych
parametry poszczegélnych wigzi. W przypadku mostéw o duzych rozpigtosciach
(np. mostow z ciagltymi dzwigarami wieloprzgstowymi lub mostéw podwieszo-
nych [9]) analiza drgan losowych przy zatozeniu dyskretnego modelu podsypki
moze prowadzi¢ do nieakceptowalnych naktadow obliczeniowych. Alternatywna
metoda modelowania jest rezygnacja z metody elementéw skonczonych i budo-
wa modelu ciaglego, w ktérym podsypka nawierzchni kolejowej na moscie jest
reprezentowana przez podloze sprezyste. Zastosowanie tego podejscia w zasa-
dzie ogranicza si¢ do analizy drgan dzwigarow jednoprzgstowych mostow bel-
kowych [10], a takze wiszacych [11], w zakresie problemow typu 2D, przy
znacznym uproszczeniu modelu fizycznego uktadu.

W niniejszej pracy autorzy proponuja nowa koncepcje modelu obliczenio-
wego mostow kolejowych oparta na metodzie GFEM (Galerkin Finite Element
Method) i taczaca ideg ciaglego modelowania podsypki z podzialem szyn
i dzwigara belkowego na elementy skonczone. Zdaniem autorow proponowana
koncepcja umozliwi efektywna analize probabilistyczna drgan mostéw kolejo-
wych z losowymi parametrami podsypki za pomoca metody symulacyjnej typu
Monte Carlo. Analiza ta moze by¢ przeprowadzona z wykorzystaniem procedur
symulacyjnych skutecznie stosowanych w przypadku losowych nier6wnosci
toru, poniewaz przyjety model podsypki pozwala podobnie opisa¢ wielkosci
losowe — za pomoca jednowymiarowych funkcji losowych.
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Jezeli zmienna na dtugosci szyny Sztywnos$¢ podsypki przedstawi sig¢ wzo-
rem:

k(x) =k, [1+x(x)] 1)

to bezwymiarowa funkcja x(x) bedzie opisywata fluktuacje sztywnosci wokot
zalozonej statej wartosci projektowej ky. W przypadku niewielkich losowych
zmian sztywnos$ci funkcja x(X) moze by¢ zatozona w postaci stacjonarnego pro-
cesu Gaussa 0 zerowej wartosci oczekiwanej, ktory mozna stosunkowo tatwo
numerycznie wygenerowac, stosujac aproksymacje trygonometryczna ([12, 13]):

K(X) = \/ii a, COS(a)n X+ ¢7n) (2)

analogiczna do przypadku funkcji losowych opisujacych nieréwnosci toru [5].
Amplitudy a, i czestoSci w, (rad/m) sktadowych harmonicznych szeregu (2)
oblicza si¢ wedtug nastepujacych wzordéw:

a, =425 (@)Aw, ©,=w+(N-05A0, Aw=(o,—o)/N 3)

gdzie w,, w, — istotny przedziat czestosci, S, (@) — znana gestos¢ widmowa sta-
cjonarnego procesu normalnego x(x), ¢, — wzajemnie niezalezne zmienne loso-
we o rozktadzie jednostajnym w przedziale [0, 2x]. Doktadnos¢ aproksymacji
jest tym lepsza, im wigksze N przyjmie si¢ we wzorze (2). Podobnie mozna opi-
sa¢ zmienne wiasnosci tlumiace podsypki c(X) = cy[1 + p(X)] z analogiczna
aproksymacja funkcji losowej p(X).

Opracowanie modelu obliczeniowego belkowych mostéw kolejowych zo-
stato podzielone na dwie czeéci, stanowiace dwie odrebne prace. W niniejszej
publikacji przedstawiono sformutowanie teoretyczne, natomiast praca [14] jest
poswigcona weryfikacji modelu za pomoca komercyjnego systemu komputero-
wego SOFiSTIK i zawiera testy numeryczne w zakresie: zagadnienia wtasnego,
zagadnienia drgan wymuszonych przejazdem pociagu i zagadnienia quasi-sta-
tycznego. W obu pracach sa analizowane drgania pionowe dzwigara mostowego
i szyny z uwzglednieniem odksztatcalnych stref dojazdowych. Modelem pociagu
jest zbior ruchomych nieresorowanych mas skupionych lub sit skupionych. Jest
to model uproszczony, celowo przyjety na etapie weryfikacji proponowanego
algorytmu modelowania mostow metoda GFEM. W dalszych badaniach, po
wdrozeniu podstawowych procedur numerycznych stuzacych do wyznaczania
charakterystyk probabilistycznych drgan mostu z losowymi parametrami pod-
sypki, przewidywane jest rozbudowanie modelu pociagu na zwykle stosowany
zbidr bryt sztywnych potaczonych wigziami odksztatcalnymi i ewentualna roz-
budowa modelu mostu.
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2. Podstawowe zalozenia

Wigkszos¢ wspotczesnych modeli obliczeniowych stuzacych do opisu od-
powiedzi dynamicznej kolejowych mostow belkowych sktada sig z trzech za-
sadniczych poduktadow: dzwigara mostowego, nawierzchni kolejowej oraz po-
ciagu. W zaleznos$ci od rodzaju analizowanego zjawiska poszczegolne podukta-
dy sa mniej lub bardziej rozbudowane.

W niniejszej pracy uwage skupiono na drganiach pionowych dzwigara mo-
stowego oraz uwzglednieniu losowych cech podsypki, dlatego tez sam pociag
jest opisany w sposob uproszczony za pomoca szeregu nieresorowanych mas
skupionych poruszajacych si¢ po belce modelujacej szyny (nazywanej w dalszej
czgsci szyng). Uktad rozpatrywany jest jako ptaski. Punkty przytozenia poszcze-
golnych mas odpowiadaja punktom styku kot pociagu z szyng. Szyna stanowi
ciagla belkg Eulera spoczywajaca na liniowo lepko-spr¢zystym nieinercyjnym
podtozu, modelujacym warstwe podsypki tluczniowej. Aby uwzgledni¢ efekt
propagacji drgan szyny spowodowany nadjezdzajacym pociagiem, przyjeto do-
statecznie diugie strefy dojazdowe, pozwalajace wyeliminowa¢ wptyw warun-
kéw brzegowych na koncach szyny na jej drgania w obrgbie mostu. Zatozono,
ze grunt rodzimy pod warstwa podsypki w obrebie stref dojazdowych jest ciatem
sztywnym. Dzwigar mostowy jest pryzmatyczna, swobodnie podparta belka
Eulera. Rozktad masy szyny i konstrukeji no$nej mostu jest ciaglty. W strefie
mostu masa podsypki ttuczniowej oraz podktadow kolejowych jest wliczona do
masy dzwigara mostowego.

Na rysunku 1. przedstawiono model fizyczny opisywanego uktadu wraz
z wzajemnymi oddzialywaniami poszczegdlnych poduktadow. Reakcja podtoza
lepko-sprezystego jest opisana wzorem:

r(x,8) = k() (W, =Wy ) + (X)W, — i) *)

gdzie przez k(x) = ky[1 + x(X)] i c(X) = c,[1 + y(X)] oznaczono funkcyjne para-
metry sztywnosci i tlumienia podsypki thuczniowej w kierunku pionowym,

N = = = = = = = Rys. 1. Model uktadu: dzwigar
I‘Vg(x’f) mostu — nawierzchnia kolejowa —

0 S IR T T N S B pociag
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(") = o/ct. Indeksy dolne r oraz g odnosza si¢ kolejno do szyny i dzwigara mo-
stowego. Polozenie poruszajacej si¢ po szynie j-tej masy ruchomej okresla
wspolrzedna sj(t) = vt —d;, gdzie v jest statq predkoscia ruchu, a d; odlegtoscia
masy M; od czota pociagu. Przez W, =W,[s;(t),t] oznaczono przyspieszenie

drgan szyny $ledzace potozenie masy M; (rys. 1.).
Pionowe drgania szyny w,(X, t) opisuje rownanie rozniczkowe:

EJ rWrIV = p(x,t) —r(x,t) —mw, ®)

gdzieO<x<LorazL =L, + Lo + L; jest sumg dtugosci: lewej strefy dojazdowej
(Ly), szyny w obrebie mostu (Lo) i prawej strefy dojazdowej (L,). W strefach
dojazdowych nalezy podstawi¢ Wy = 0, kolejno do wzorow (4) i (5). Réwnanie
drgan pionowych dzwigara mostowego Wy(X, t) ma postac:

Vo %

EgJgwy" =r(X,t) —my\iy, (6)
gdzie 0 <x < Lo, ()" = &/dx. Symbole m, i My oznaczajq state intensywnosci roz-
ktadu masy szyny i1 dzwigara, E.J; — sztywnos¢ gigtng szyny, EqJy — sztywnos¢
dzwigara. Obciazenie szyny okresla Wzor:

POt = Y (Mg —M i) 5 (x—s)) ©
j=1

w ktorym Ny jest liczba mas modelujacych pociag, a symbol 6 oznacza funkcje
delta Diraca.

Réwnania (5) i (6) rozwigzan0 metoda elementéw skonczonych w ujgciu
Galerkina (GFEM), ktorej sformutowanie ogdlne mozna znalez¢ w publikacjach
[15, 16]. W metodzie GFEM rol¢ funkcji wagowych petnia globalne funkcje
bazowe, ktore sa ztozone z funkcji lokalnych (funkcji ksztattu), gdzie aproksy-
macja odbywa sie¢ w obrebie elementu skoniczonego. W testach numerycznych
omawianego algorytmu zastosowano alternatywnie klasyczne funkcje ksztattu
Hermite’a oraz oryginalnie wyprowadzone funkcje specjalne, oparte na rozwia-
zaniu $cistym jednorodnego réwnania rézniczkowego:

Ew" +kw=0 (8)

ktore opisuje statyczny problem zginania belki na podtozu sprezystym o statej
sztywnosci K. Rozwiazanie ogolne réwnania (8), po wprowadzeniu parametryza-
cji bezwymiarowej &= x/I, o* = kI*/EJ na dhugosci elementu skonczonego 1, ma
postac:

wW(&) = C,S,(A8) +C,S,(AS) +CyS55(A8) +C, S, (AS) 9)
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S,(A&) =cosh Aécos A&, S, (AE) =sinh AEcos AE } (10)

S;(A&) =cosh A&sin A&, S,(AE) =sinh A&sin A&

gdzie A1=a//2,0<¢<1. Rozwiazanie (9) moze by¢ wykorzystane do budowy
funkcji ksztattu zarowno elementu belkowego szyny, jak i dzwigara mostowego,
poniewaz rownania (5) i (6) po uwzglednieniu (4) przyjmuja postac:

E I W +K(X)W, +COOW, +m W, = p(X,t) +k(X)w, +Cc(x)W, =
= f(x1) (11)

Egd Wy’ +K(X)W, +C(X)W, +myVir, =k(x)W, +COOW, = f,(x,1) (12)

a wiec sprowadzone do jednorodnego réwnania statycznego sa analogiczne do
réwnania (8), jesli przyjaé, ze k(x) = k,, = const.

Biorac pod uwage, ze ¢ = dw/dx = (1/I)dw/d¢ i postulujac spetnienie warun-
kow brzegowych: W() =w;, ¢(&) = ¢, gdy &= 0 oraz w(é) =w;, ¢(&) = ¢;, gdy
¢ =1, na podstawie wzoru (9) wyznaczono nastgpujace funkcje ksztattu:

N, (&) = S$1(28) + G,(2)S,(A8) = G (2)S5(A8) +[Cs (1) + G (1)]S,4(4S)

N, (&) = A7G5(4)8,(28) = 27'Gg (A)85(48) + 1G5 ()8, (48)

N3(S) = —G3(4)S,(AS) + G3(2)S5(AS) - 2G,(4)S,(4S)

N4 (&) = 17G;(2)8,(AE) = 27G1(A)S5(A8) + 4 7G4 ()8, (4E)

(13)
gdzie
cosh Asinh A +cosAsin A cosh Asinh A —cosAsin A
Gl(i): ) R 2 ' Gz(i)Z -2 R 2 1
sin“A—sinh“ 4 sin“A—sinh“ A4
sinh Acos A +cosh Asin A cosh Asin A —sinh Acos A
GS(A‘): -2 . 2 ’ G4(ﬂ’): -2 - 2 ’
sin“ A —sinh“ A sin“ A —sinh“ A
sin? A sinh? 2 sinh Asin A
GCAN)N)=———+—, GN)=—r—""-—-+—, GA)=—F—+—.
s(4) sin? 2 —sinh? A 5(4) sin? 2 —sinh? A () sin? A —sinh? A

Funkcje (13) przyjeto w rozwazanym zagadnieniu dynamicznym jako funk-
cje bazowe aproksymacji lokalnej (na dlugo$ci elementu) przemieszczen szyny
i dzwigara, co wyrazaja WZory:

Wy (&,1) = NIWK (14a)

Wy, (£,1) = NJW, (14b)
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w ktorych e =1, 2, ..., ny oznacza numer elementu dzwigara, a k=1, 2, ..., n,
— numer elementu szyny. W, = [w;, gily, W;, gojlk]T jest wektorem przemieszczen
brzegowych elementu szyny o koncach i-j, ktoremu odpowiada wektor sit brze-
gowych Ry = [Vi, M;, V;, M]". Wektor Ny = [Ny, Ny, Nai, Ng]™ zawiera funkcje
ksztaltu zalezne od parametru A4, = /<2, gdzie (ar)* = kal/E/J;, symbol ()T
0znacza operator transpozycji. Analogiczna strukture maja wektory We, Ne, R
dotyczace elementu dzwigara.

W pracy [14] autorzy przedstawili wyniki testow numerycznych, ktorych
celem bylo poréwnanie efektywnos$ci aproksymacji lokalnej z uzyciem funkcji
ksztattu Hermite’a i funkcji specjalnych (13). Wbrew oczekiwaniom okazato sig,
ze funkcje (13) nie zapewniaja lepszej zbieznosci rozwiazan, W zwiazku z tym
nalezy dalej przyjac, ze lokalnymi funkcjami bazowymi w metodzie GFEM sa
funkcje Hermite’a.

3. Zastosowanie metody GFEM

Szyng rozdzielono na trzy odcinki oznaczone dalej indeksem i. Indeks i = 0
okresla strefe centralna, zlokalizowana na moscie, i = 1 — lewa strefe dojazdowa,
i =2 — prawa strefe dojazdowa. Nastepnie, odcinki szyny (kazdy odrebnie)
i dzwigar podzielono na elementy skonczone, z tym ze w obrgbie mostu przyjeto
taki sam podziat szyny na elementy, jak podzial dzwigara, czyli Ik = l.. Liczby
elementow poszczegodlnych odcinkéw szyny wynosza odpowiednio: Ny, Nyg, N2.

Dalsza procedurg metody GFEM przedstawiono w ujgciu opisanym przez
Chunga [16], na przyktadzie jednego odcinka szyny, przy czym indeks i =0, 1, 2
pominigto W celu uproszczenia zapisu.

1. Macierzowe rownanie ruchu odcinka szyny

Niech g, oznacza pelny wektor przemieszczen wezlowych rozwazanego
odcinka szyny. Transformacja przemieszczen weztowych na przemieszczenia
brzegowe elementu k jest zapisana wzorem W, = A.q,. Aproksymacja prze-
mieszczen szyny w catym obszarze odcinka L; podzielonym na elementy skon-
czone, nazywana przez Chunga [16] aproksymacja globalna, jest okre$lona
wzorem:

ne ne ne
Wr(X’t) = zwrk = ZNIWK = ZNIAqu = NTqr (15)
k=1

k=1 k=1

gdzie N:ZE’ZlAINk sa tzw. globalnymi funkcjami bazowymi. Rozwiazanie

(15) rownania (11) jest tylko przyblizone, czyli spetnia to rownanie z blgdem e,
co mozna zapisa¢ Wzorem:

E WY +K()W, +CO)W, +m, — f,(x,t) =& (16)
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W celu minimalizacji tego bledu zada sig, aby kazda funkcja bazowa N; tworza-
ca wektor N byta ortogonalna wzgledem btedu ¢ w catym obszarze odcinka szy-
ny (od 0 do L)):

L n, 1
[Nedx=0 — > A{[Ngldé=0 (17)
0 k=1 0

Warunek (17), nazywany przez Chunga [16] globalna catka Galerkina (global
Galerkin integral), jest zapisany za pomoca calek lokalnych zdefiniowanych
w obrgbie poszczegolnych elementow.

Podstawiajac za & lewa strong rownania (16), zapisanego dla k-tego ele-
mentu po przejsciu na wspotrzedna bezwymiarowa & = X/, , gdzie 0 < x, <y,
uzyskuje si¢ nastepujace wyrazenie okreslajace lokalna catke Galerkina:

1 EJ, 1 ) 1

J.ngklkdét = 3 J.Nkerd§ + kwlkJ.[l"_ x(E)IN W, dS +

0 DR 0

1 1 1
+ Cul [ L+ 7 (O)IN W dE +my 1, [N, dE — 1 [N, o (£, t)dE (18)
0 0 0

gdzie () = 0/6¢. Po podstawieniu relacji (14a) i wykonaniu dwukrotnie operacji
catkowania przez czg$ci na pierwszym sktadniku otrzymujemy:

1
0

Macierze sztywnos$ci Ky, thumienia Cy i bezwtadnosci By elementu oraz wektor
sit wzbudzajacych Fy sa okreslone wzorami:

Ksz

1 1
D0 [NGNTAE ke f [T+ ()TN NTdE
k 1 0 0 1 (20)
Cy :Cwlkj[1+7(§)]NkNId§v B, = mrIkJ.NkN;(rdé:
0 0

Fe =l [N f (£,0)dg (21)
0

W dalszym ciagu macierz ttumienia szyny bedzie uzupetniona o sktadnik
zwiazany z thumieniem materiatowym z zadanym czasem retardacji «,, co okre-
$la relacja:
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1 EJ b . .
Cy ZCWIkJ.[lJF?/(SE)]NkNIdS:JF%J‘ NkaTdé: (22)
0 Kk 0

Po podstawieniu formuty (19) z uwzglednieniem relacji Wy = Aq, do glo-
balnej catki Galerkina (17) otrzymuje si¢ rownanie ruchu odcinka szyny:

Briqri +Criqri + KriQri = I:ri + Rri (23)
Ny
B, => ABA, (24a)
k=1
Nri T
C,= ZAK CiAx (24b)
k=1
Nri T
Ky = ZAk KAy (24c)
k=1
Ny
F.=> A/F (24d)
k=1

Wektory sit brzegowych Ry dotyczace elementéw skonczonych migdzy
posrednimi weztami odcinka szyny znikaja po wykonaniu sumowania

R, = :’:'1 AJR,. Niezerowe pozostaja tylko dwa wektory zwiazane z elemen-
tami skrajnymi, ktore zawieraja sity brzegowe w weztach skrajnych.

2. Réwnanie laczne trzech odcinkéw szyny

Po sformutowaniu réwnan ruchu szyny w obregbie odcinka centralnego
i stref dojazdowych, oznaczonych kolejno indeksami i = 0, 1, 2, otrzymuje si¢
zbidr trzech réwnan (23), ktore mozna zapisac tacznie, wprowadzajac nowy
wektor przemieszczen weztowych Q.. Wektor ten zawiera przemieszczenia we-
zYow szyny numerowanych na nowo w catym obszarze od 0 do L = L; + Lo + L,
z wylaczeniem wezlow skrajnych, ktore nalezy traktowac jako utwierdzone. Po
okresleniu transformacji przemieszczen g = AiQ, 1 dodaniu stronami réwnan
(23), pomnozonych lewostronnie przez macierz transformacji A;', otrzymuje sig
réwnanie ruchu szyny:

Berr + Cerr + Kerr = I:r (25)

ri

2
B, = > AlB A, (26a)
i=0
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2
Crr = ZA-rriCriAri (26b)
i=0
2 T
Krr = ZAriKriAri (26(:)
i=0
2
F =Y AlF, (26d)
i=0

w ktorym wektor sit brzegowych R, = zizzo AR, zeruje sig po uwzglednieniu

warunkow brzegowych na koncach szyny.

Aby rownanie (25) byto w petni okreslone, nalezy wyznaczy¢ jawna postaé
wektora (21), biorac pod uwage pelne obciazenie szyny f.(X,t) wynikajace
z dziatania obciazenia uzytkowego (7) i reakcji podtoza modelujacego podsypke
(por. rownanie (11)). Obciazenie elementu skoficzonego K okresla wzor:

ri

Nm
fo (X, 1) = Z(M §9 = MWy ) (X —Sy) + K (X )Wge + (X, )Wee (27

i1

gdzie 0 < x¢ < Iy, przy czym trzeba podstawic:

5;(®) - (k=D gdy i=1
si0=15,0)-(-Dl-L, gy i=0 (28)
S0 -Kk-Dl ~L~Ly, gdy i=2

w zalezno$ci od tego, do ktorego odcinka szyny nalezy rozwazany element. Po-
nadto w obrgbie centralnego odcinka szyny Wy, = NI W, Wy = N, W,, na pod-
stawie relacji (14b), w strefach dojazdowych: wy, =0, Wy, =0. Przyspieszenie
pionowego ruchu szyny $ledzace potozenie masy M; w obszarze elementu k
WYnNOSi:

N . d? = S o
Wy = W[5, (1), t] = d_(NI[Skj O/, IW, (t)) = Ny W, +2NgW, + Ny W,

tZ
(29)

jesli 0 < s4 < I, przy czym przyjgto oOznaczenia: Nkj =N, [¢x (D],
S (t) =s; (/1. W pozostatych przypadkach, tzn. gdy sy < 0 lub s > I, przy-
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spieszenie Sledzace jest rowne zeru, wowczas wystarczy przyjac, ze N, =0.

Uwzgledniajac, ze $; =V, bo sj(t) = vt —d;, otrzymuje sig:

s vdN, v . = . v d®N, V2.
N, =N M)]=——X=—N,, N, =N (M)]==——>X=—N, (30
k k[é'k,()] | de |, k k k[gkj()] |k2 dfz |k2 « (30)

Po wprowadzeniu zmiennej bezwymiarowej ¢ = x./lx funkcja delta Diraca
przyjmuje postaé 5(X, —S4) =5(Sl —glc) = @/ 1,)5(S —gyy). Wtedy

Ny _ 1
R = Z Ny (M ij9-M erkj) +[|kINk[k(§)Wge +C(§)Wge]d§j (31)
1 0

gdy i=0

na podstawie wzoru (21), co po uwzglednieniu rownan (29), (30) i (14b) prowa-
dzi do wyniku:

R = |~:k - |~(ka _ékwk _ﬁkwk +(Kkewe +Ckewe )gdy i=0 (32
3 V2 - A 2V - T
K= NAMINT, €, (1) = =N AMIN

; I (33)

Bk t= NK{M}NT, 'N:k (t)= Nk{M}l

1 1
Kie =Kyl [IL+c(EOINNIAE, C =, [[1+7(HIN,NJdE (34)
0 0

gdzie 1 = [1, ..., 11", dim 1 = (Nyx 1), {M} = diag(M;, M, ...), dim {M} =
= (Nm x Ny) oraz N, =[N, N,,..], dim N, = (4 x Ny). Dalsza procedura
prowadzona wedlug wzorow (24d) i (26d), z uwzglednieniem relacji (14a)
i transformacji g,i = AriQr, powoduje przeksztatcenie rownania (25) do postaci:

[B, +B,(1)]Q, +[C, +C, (]Q, +[K, +K,(1)]Q, =
- Nro Nro .
= Fr (t) + A:—OZAIKkeWe + A-rrO ZAICkeWe (35)
k=1 k=1

przy czym struktura macierzy B, (t), C,, (t), K, (t) i wektora F.(t) jest okre-
slona wzorami (24) i (26), do ktorych nalezy podstawi¢ definicjg macierzy (33).
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3. Réwnanie ruchu dzwigara mostowego

Przeksztatcajac zalezno$¢ (12) metoda analogiczng do przedstawionej
w pkt 1., otrzymuje si¢ nastgpujace roOwnanie macierzowe:

B,d, +Cyl, +K,d, =F, +R, (36)

Nri
B —ZATB A, C, ZATC A, K, ZATK A, F,=>AlF,
e=1 e=1 e=1 e=1

37)

gdzie macierz A, przeksztalca przemieszczenia weztowe dzwigara na prze-
mieszczenia brzegowe elementéw skonczonych: W, = AcQy. Macierze bezwtad-
nosci, thumienia i sztywnosci elementow sa zdefiniowane wzorami (20), przy
czym indeksy k i r nalezy zamieni¢ odpowiednio na indeksy e i g. Macierz ttu-
mienia uzupemiona o sktadniki zwiazane z tlumieniem materiatowym (z danym
czasem retardacji xg) i konstrukcyjnym (z danym wspotczynnikiem tlumienia
Masowego ) Ma postac:

1

1
—le[l+7(§)]Ne 5’ [ NENCTE + pgmyl [ NoNZdE (38)
0

e 0

Wektor réwnowaznikéw obciazenia F, wynika z roztozonego oddzialywa-
nia podsypki (por. rownanie (12)), ktore w obszarze elementu skonczonego e
jest zdefiniowane wzorem: f ,(X,t) =K(X, )Wy +C(X,)W,. Pamigtajac, ze po-
dzial dzwigara i szyny na elementy skonczone jest taki sam (I, = ly), na podsta-
wie wzoru (21) otrzymuje sie:

[

= lej e ge(‘f t)dég Kekvvk +Ceka (39)
0

1

Koo =K, j[1+z<(§)]N NRdE =K, Cyo =yl [[L+7(EINNFdE = Cf,
0

(40)

Rownanie (36) opisuje drgania dzwigara mostowego w bazie przemiesz-
czen weztowych g obranych we wszystkich weztach podzialu na elementy
skonczone. Aby uwzgledni¢ warunki brzegowe wynikajace ze sposobu podpar-
cia dzwigara, wprowadzany jest nowy zbior przemieszczen weztowych Q,
w ktorym zostaly wyeliminowane zerowe przemieszczenia weztow. Po zdefi-
niowaniu przeksztatcenia gy = AjQq rownanie ruchu (36) przyjmuje ostateczna
postac:
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. . Ng Ng .
By Qg +CyyQy + Ky Qg = A;Z;AQTKeka + A;Z;Alcekwk (41)
e= e=

T T T T
By =AgBeAy: Cy =AC A, Ky =AK A, Fy=AgF, (42)
przy czym ng = ny.

4. Rownanie drgan ukladu: dzwigar — szyna — pociag

Drgania mostu spowodowane przejazdem pociagu ze stala predkoscia Vv,
a takze drgania szyn w strefach dojazdowych opisuja dwa sprz¢zone réwnania
(35) i (41). Po podstawieniu do tych roéwnan zaleznosci:

Wk = AquO = AkArOQr’ We = Aqu = AeAgQg (43)
mozna je zapisac tacznie w og6lnie znanej postaci:
B(1)Q+C(H)Q+K(1)Q=F(t) (44)

ktéra ma nastepujaca strukture blokowa:
{Brr_’_érr 0 :||:?r:|+|:crr+érr _Crg:||:.Qr:|+
0 ng Qg _Cgr ng Qg

+{Krr+l‘~(rr _Krgi||:Qr:|_|:|~:r:|
Ky Cyq Qq 0
gdzie

Ng Mg
Kgr = A-gl;— (ZAIKekAk JArO = K-rrg ' Cgr = Ag (ZAzCekAk JArO = C-rrg
e=1 e=1
(45)

Rozwiazanie macierzowego rownania (44) otrzymuje si¢ numerycznie, np.
catkujac jawna bezwarunkowo stabilna metoda Newmarka.

5. Podsumowanie

Zdefiniowany rownaniem (44) ptaski model obliczeniowy belkowego mo-
stu kolejowego umozliwia randomizacj¢ wiasno$ci materiatu podsypki przez
przyjecie zatozenia, ze funkcyjne parametry sztywnosci i ttumienia warstwy
podsypki ttuczniowej k(x) = ky[1+ x(X)] 1 ¢(X) = c,[1+ p(X)] sa okreslone ciagly-
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mi, stacjonarnymi funkcjami losowymi x(x) i y(x) 0 znanych gestoSciach wid-
mowych. Zastosowany algorytm modelowania mostu pozwala na odrgbna dekla-
racje parametrow rozktadu funkcji gestosci w obszarze kazdego z trzech rozwa-
zanych odcinkéw szyny. Mozna tez przyja¢ w uproszczeniu, ze losowe wiasno-
$ci ma jedynie podsypka w obszarze nawierzchni kolejowej na moscie. Opisane
podej$cie moze by¢ stosowane zarowno do mostow jednoprzestowych — stosun-
kowo krotkich, jak i do mostow wieloprzgstowych (ciagtych) o wigkszych roz-
pigtosciach, przy czym opis cech losowych pozostaje bez zmian dzigki przyjeciu
ciaglego modelu podsypki.

Analiza niestacjonarnych drgan mostu z losowymi parametrami podsypki
bgdzie przedmiotem dalszych badan, przy czym przewidywane jest zastosowa-
nie podejscia symulacyjnego metoda Monte Carlo. Do numerycznej symulacji
funkcji losowych jest planowane zastosowanie najprostszej aproksymacji trygo-
nometrycznej zapisanej wzorem (2) lub uzycie bardziej zaawansowanych algo-
rytméw sekwencyjnych typu ARMA [12]. W kazdym przypadku wyznaczenie
charakterystyk probabilistycznych drgan mostu wiaze si¢ z duzym naktadem
obliczeniowym, ktory w duzym stopniu zalezy od efektywnosci algorytmu sy-
mulacji przebiegow drgan mostu. Z tego powodu analize drgan losowych nalezy
poprzedzi¢ testami numerycznymi zagadnienia deterministycznego, aby ustali¢
optymalne wartoéci parametréw decydujacych o rozmiarze zadania, ktéry ma
istotny wplyw na czas obliczen. Badania w tym zakresie sgq przedstawione
w pracy [14], ktora stanowi druga (numeryczna) czgS¢ opracowania tematu ni-
niejszej publikacji.

Praca zostala wykonana w ramach projektu badawczego nr N N506 0992 40 finan-
sowanego w latach 2011-2013 przez Narodowe Centrum Nauki.
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MODELING OF RAILWAY BEAM BRIDGES BY USING GFEM
METHOD. PART I. THEORETICAL FORMULATION

Summary

The paper presents the GFEM algorithm for modeling railway beam bridges with random
parameters of rail bad (ballast) treated as a continuous non-inertial foundation. To approximate
dynamic displacements of the bridge girder and rails, special local shape functions have been
derived on the basis of the exact solution of the static equation of an Euler beam resting on elastic
foundation. Alternatively, Hermite’s shape functions are used. Vertical bridge vibrations caused by
the train moving at constant velocity are considered under assumption that the train is idealized as
a set of moving masses. In order to simulate the dynamic state of the system when the train arrives
at the bridge, it is assumed that the train starts sufficiently far ahead of the bridge girder. The
approach zones of the rail track at both bridge ends are analyzed as an Euler beam on viscoelastic
foundation. The presented algorithm is expected to be effective in Monte Carlo simulations. In that
case it can be easily expanded by taking into account more realistic physical model of a train in the
form of MDOF system.



