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ZASTOSOWANIE FALOWYCH FUNKCJI 

KSZTAŁTU W ZAGADNIENIACH  

PROPAGACJI FAL – PRZEGLĄD METOD 

Otrzymanie efektywnych metod dyskretyzacyjnych dla równania Helmholtza  

w zakresie wysokich częstotliwości zostało uznane za jedno z największych  

wyzwań dla analizy numerycznej XXI wieku, ze względu na tzw. dyspersję nume-

ryczną powodującą propagację kumulującego się błędu rozwiązania na cały obszar 

(tzw. pollution effect). Zaproponowano wiele nowych niestandardowych sformu-

łowań, w tym wykorzystujących wiedzę o oscylacyjnym charakterze rozwiązania, 

celem zniwelowania tego efektu i poprawy efektywności wielomianowych elemen-

tów skończonych. W artykule krótko zarysowano przegląd nowych MES opartych 

na funkcjach falowych oraz podano wybrane publikacje dotyczące tego zagad- 

nienia. 

 

1. Wprowadzenie 

 Zjawisko propagacji fal występujące w zagadnieniach praktycznych, takich 

jak akustyka, elektromagnetyzm, dynamika ośrodków sprężystych, geofizyka 

itp., jest uważane za jedno z największych wyzwań badawczych XXI wieku dla 

inżynierii obliczeniowej [1, 2]. Nowe metody numeryczne są najczęściej formu-

łowane i testowane w kontekście problemów opisanych w dziedzinie częstotli-

wości skalarnym równaniem Helmholtza:  
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gdzie k oznacza liczbę falową. Dwa główne wyzwania to [3]: efektywne podej-

ście do obszarów nieograniczonych oraz numeryczna dyspersja, która występuje 

przy aproksymacji krótkich fal w skali mikro (rząd długości fali) i zaburza wy-

niki w całym obszarze (na skalę makro). 

 W przypadku problemów brzegowych zdefiniowanych w obszarach nie-

ograniczonych mamy dodatkowo do spełnienia warunek Sommerfelda, gwaran-

tujący dodatni strumień energii w nieskończoności, a tym samym jednoznaczne 

rozwiązanie zagadnienia. W przeszłości, ze względu na obniżenie wymiaru pro-

blemu (mniejszą liczbę stopni swobody), preferowaną metodą obliczeniową  
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w akustyce były elementy brzegowe, niewymagające specjalnego podejścia do 

obszaru nieograniczonego i prowadzące do mniejszych, aczkolwiek pełnych 

macierzy układu. Obecnie argument o ujemnej stronie metody elementów brze-

gowych (MEB), związanej z brakiem pasmowości macierzy układu, w wyniku 

rozwoju w ostatnich latach szybkich wielobiegunowych metod (fast multipole 

methods, FMM) [4], stał się mniej ewidentny, jednakże metoda elementów 

skończonych (MES) zachowała swoją przewagę związaną z możliwością mode-

lowania złożonych, niejednorodnych obszarów i zagadnień sprzężonych. Ogra-

niczoność MEB do jednorodnego medium można jednak obejść, łącząc technikę 

tę z MES w obszarze z niejednorodnym medium. Efektywność obliczeniowa 

FMM (zwłaszcza tzw. windowed-FMM) jest wprawdzie praktycznie nieosiągal-

na dla jakichkolwiek algorytmów MES, jednak zakres stosowania tej metody  

(w połączeniu z klasyczną MEB) jest nadal ograniczony do obszarów (obiek-

tów), których charakterystyczny wymiar L jest co najwyżej kilkaset razy więk-

szy od długości fali  [5]. Z obecnymi metodami brzegowych równań całko-

wych w odniesieniu do zagadnień rozpraszania akustycznego i kierunkami ba-

dań dla problemów z L/  →  można zapoznać się w publikacji [5]. W przy-

padku MES przeglądu różnych sposobów podejścia do obszarów zewnętrznych, 

opartych na dziedzinie rozwiązywanego problemu, takich jak metody Dirichlet-

to-Neumann (DtN), absorbcyjne warunki brzegowe, elementy nieskończone czy 

też całkowicie dopasowana warstwa tłumiąca (perfectly matched layer, PML), 

dokonano w pracach [3, 6]. 

 Numeryczna dyspersja dotyczy efektu, kiedy to schemat numeryczny za-

wodzi podczas odtwarzania propagacji fali z prawidłową prędkością, prowadząc 

do wyprzedzenia lub opóźnienia fazowego numerycznej aproksymacji. Jest ona 

często odpowiedzialna nie tylko za niewystarczająco dokładne rozwiązanie jed-

nej długości fali, lecz również za wyniki globalnie jakościowo nieprawidłowe! 

Świadomość znaczenia numerycznej dyspersji jest powszechna, stąd jest ona 

często używana do oceny jakości schematów numerycznych, a także do rankin-

gu różnych metod elementów skończonych [7]. 

 W dalszej części artykułu przedstawiono metody redukcji numerycznej 

dyspersji i powodowanych nią zaburzeń rozwiązania w odległych punktach ob-

szaru (tzw. pollution error) z użyciem niewielomianowych funkcji kształtu.  

W przypadku aproksymacji z zastosowaniem wielomianów niższego stopnia 

można wykorzystać analityczne informacje dotyczące liczby falowej celem wy-

prowadzenia stabilizowanych sformułowań o zmniejszonej dyspersji i błędach 

typu pollution. Wielomiany wyższego stopnia, w tym wersja hp MES, mogą być 

również stosowane do kontroli numerycznej dyspersji. Przegląd tego typu me-

tod, jak i zasad doboru siatek MES można znaleźć w pracach [3, 6, 8-12]. Nie-

mniej nieakceptowalny w praktyce długi czas obliczeń wymagany dla dokładnej 

aproksymacji rozwiązań w skali rzędu długości fali oraz kontroli błędów nume-

rycznej dyspersji leży u źródeł ostatnio rozwijanych niestandardowych metod 

elementów skończonych. 
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2. Przestrzenie „wzbogacone” (enriched spaces) 

 Wspólnym mianownikiem sformułowań określanych jako metody ze 

„wzbogaceniem” (enrichment methods) jest włączenie do przestrzeni aproksy-

macyjnych (algorytmu numerycznego) funkcji, które zawierają informacje  

o charakterze rozwiązania problemu, np. funkcji falowych w przypadku równa-

nia Helmholtza. Przykładem takich funkcji są też całki ogólne jednorodnych 

równań różniczkowych – często znane, ale mające charakter globalny i stąd 

wymagające w praktyce specjalnego podejścia. 

 Uogólniona metoda elementów skończonych (generalized finite element 

method, GFEM) [13, 14] jest rozszerzeniem metody podziału jedności (partition 

of unity method, PUM) [15], gdzie jednorodne całki ogólne są przemnażane 

przez standardowe funkcje kształtu. Wielomianowe funkcje lokalizują całki 

ogólne, zapewniając ciągłość rozwiązania między elementami. W metodzie 

PUM iloczyny całek ogólnych i wielomianów aproksymują cały obszar, gdy  

w przypadku GFEM stosuje się je tylko lokalnie w skali mikro, łącznie z aprok- 

symacją wielomianową w skali makro. W wyniku tego uzyskuje się dla GFEM 

poprawę uwarunkowania macierzy, w porównaniu z metodą PUM, która szcze-

gólnie prowadzi do układów znacząco źle uwarunkowanych [8]. 

 W nieciągłej metodzie ze wzbogaceniem (discontinuous enrichment me- 

thod, DEM) [16], w przeciwieństwie do PUM, bazowe funkcje falowe są dodane 

do standardowych wielomianowych funkcji kształtu, a nie przemnożone przez 

nie. Na brzegach elementów wprowadza się dodatkowo mnożniki Lagrange'a 

celem wymuszenia ciągłości rozwiązania w sensie słabym. Przed agregacją glo-

balnej macierzy sztywności dokonuje się lokalnej kondensacji statycznej na 

poziomie elementu, by ostatecznie otrzymać (jak wskazują testy numeryczne) 

lepiej uwarunkowane wynikowe macierze układu niż w przypadku PUM. Nie-

ciągłą metodę ze wzbogaceniem można również sformułować w ramach podej-

ścia wieloskalowego [17]. 

 DEM może być również przedstawiona jako nieciągła metoda Galerkina 

(discontinuous Galerkin method, DGM) z mnożnikami Lagrange'a jako stop-

niami swobody. W publikacji [18] pokazano, że dla dużej klasy problemów opi-

sanych równaniem Helmholtza wielomianowe funkcje kształtu nie są niezbędne 

do otrzymania rozwiązania dobrze oddającego charakter falowy problemu. Po-

minięto więc pole wielomianowe, co przekształciło DEM w DGM z płaskimi 

falami jako funkcjami kształtu [19]. W pracach [18, 20] ciągłość w sensie sła-

bym między oscylującymi polami wymuszono za pomocą odcinkowo oscylują-

cych mnożników Lagrange'a zdefiniowanych na brzegach elementów. Należy 

zauważyć, że w pracy [20] zaobserwowano pogorszenie uwarunkowania lokal-

nych macierzy elementów (w przeciwieństwie do zagregowanej macierzy glo-

balnej) dla pewnych kombinacji wyższego rzędu funkcji falowych i mnożników 

Lagrange'a i (co ważniejsze) w przypadku zwiększonej gęstości siatki w stosun-

ku do długości jednej fali. 
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3. Metody dyskretyzacyjne typu Trefftza (falowe) 

 Określenie metody typu Trefftza jest używane w kontekście metod aprok-

symacyjnych, w których funkcjami bazowymi dla danego elementu, tzw. T-pod- 

obszaru, są całki równania różniczkowego opisującego problem (z definicji 

spełniają one ściśle równanie w każdym punkcie wewnętrznym elementu). Nie-

znane współczynniki kombinacji liniowych tak określonych funkcji kształtu są 

znajdywane z warunku wymuszenia w sensie słabym ciągłości rozwiązania mię-

dzy elementami i spełnienia warunków brzegowych [21]. Sama koncepcja jest 

blisko związana z aproksymacjami niezależnymi od siatki elementów [22], gdyż 

wielkość T-podobszaru nie musi być powiązana z długością fali. Podejście to 

obejmuje [3]: metodę słabych elementów (weak element method, WEM) [23], 

ultrasłabe sformułowanie wariacyjne (ultra weak variational formulation, 

UWVF) [24], metodę najmniejszych kwadratów (least-squares method, LSM) 

zaproponowaną w [25, 26]. Typowymi przykładami funkcji bazowych są płaskie 

fale [27] i funkcje Bessela [25]. Wszystkie te metody są metodami niedostoso-

wanymi, w których należy zapewnić ciągłość rozwiązań i jego pochodnych na 

granicy elementów [28]. 

 W metodzie UWVF najpierw przybliża się liniową kombinację rozwiązania 

i jego pochodnej w kierunku normalnej na brzegu elementu za pomocą sumy 

funkcji wykładniczych, a następnie aproksymuje rozwiązanie wewnątrz każdego 

podobszaru, rozwiązując lokalnie problem Helmholtza z warunkami brzegowy-

mi typu Robina. LSM różni się od WEM głównie sposobem wyrażenia warun-

ków ciągłości na granicy elementów. UWVF w formie zaproponowanej w pracy 

[24] jest niezmiernie skomplikowana. LSM jest wprawdzie łatwiejsza do zaim-

plementowania i prowadzi do macierzy hermitowskich, jednak wynik obliczeń 

jest uzależniony od wartości parametru kary, którego optymalna wartość pozo-

staje do określenia [18]. Natomiast w artykule [28] pokazano, że rozważana 

metoda residuów ważonych typu Galerkina jest równoważna UWVF sformuło-

wanej oryginalnie przez Cessenata i Desprésa. 

 W pracy [28] zaprezentowano testy numeryczne metod LSM i UWVF dla 

zagadnień propagacji akustycznej w dwuwymiarowych ograniczonych obsza-

rach: dla jednorodnego przewodu i obszaru typu L-shaped (obszaru w kształcie 

litery L z osobliwością rozwiązania w wierzchołku kąta rozwartego). Metody 

dostosowaną PUM i niedostosowaną UWVF przestudiowano w publikacji [29]. 

Najnowsze porównanie efektywności następujących metod falowych: nieciągłej 

metody Galerkina [30], metody ultrasłabej i najmniejszych kwadratów przed-

stawiono w pracy [31], w ramach zunifikowanego podejścia typu Trefftza. 

Ogólny przegląd metod typu Treffza dla równania Helmholtza można również 

znaleźć np. w artykule [32]. Ważnym rezultatem otrzymanym w kontekście 

metod Trefftza jest tzw. T-zupełność, która wskazuje, czy przyjęty ciąg lokal-

nych rozwiązań jest wystarczający do aproksymacji rozwiązania [25, 33]. 
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Falowe funkcje bazowe 

 Najnowsze wyniki i otwarte problemy związane z metodami Trefftza dla 

równania Helmholtza dotyczą wyboru zarówno rodzaju funkcji falowych, jak  

i ich liczby na jeden element. Dotychczas uważano, że płaskie fale są bardziej 

praktyczne niż funkcje Bessela ze względu na większą łatwość ich generacji 

oraz możliwość dokładnego obliczenia wielu całek. Większość numerycznych 

testów była przeprowadzana dla problemów regularnych oraz stosunkowo nie-

wielkich liczb płaskich fal na element (np. [34]). 

 Niemniej teoretyczne i numeryczne rezultaty przedstawione w pracy [27] 

zwracają uwagę na pewne ograniczenia w stosowaniu płaskich fal jako funkcji 

bazowych, związane ze skończoną dokładnością obliczeń komputerowych. Per-

rey-Debain formułuje wniosek, że w praktyce należy wyraźnie rozróżnić obsza-

ry osobliwe/z zanikającymi falami (będące wynikiem źródeł, nieregularności 

brzegu, takich jak wierzchołki, gwałtownych zmian warunków brzegowych itp.), 

w których rozwiązanie nie może być aproksymowane za pomocą płaskich fal, od 

obszarów regularnych/z rozchodzącymi się falami, dla których płaskie fale są 

odpowiednie, a tak wybrane funkcje bazowe są najkorzystniejsze z numeryczne-

go punku widzenia. Podobne wnioski dla obszaru L-kształtnego są zawarte  

w publikacji [28] – zastosowanie specjalnych funkcji Bessela rzędu ułamkowego  

w otoczeniu osobliwości, w przeciwieństwie do płaskich fal, prowadziło do sta- 

bilnych rozwiązań, pomimo numerycznej osobliwości macierzy układu. 

 Autorzy pracy [35] sugerują, że otrzymane przez nich wyniki nie potwier-

dzają przekonania, że wersja h nieciągłej metody Galerkina (DGM) z płaskimi 

falami jest wolna od efektów typu pollution. Uważają, że w praktycznych zasto-

sowaniach tej metody preferowane powinny być duże elementy i aproksymacje 

oparte na większej liczbie funkcji falowych p. Rozsądna strategia typu hp, pro-

wadząca wprawdzie do notorycznie źle uwarunkowanych układów liniowych, 

również w pracy [36] jest rekomendowana jako najciekawsza opcja. W artykule 

[31] zbadano uwarunkowanie układów dla trzech różnych metod (DG, UWVF, 

LS), otrzymując interesujące wyniki, sugerujące, że uwarunkowanie jest prawie 

niezależne od sposobu wymuszania ciągłości rozwiązania między elementami. 

Prowadzi to do wniosku, że złe uwarunkowanie układów wydaje się być zwią-

zane przede wszystkim z właściwościami płaskich fal. 

 Na koniec kilka uwag dotyczących optymalnej liczby funkcji bazowych  

i sposobu jej doboru. Niestety własności aproksymacyjne płaskich fal nie są  

w pełni zrozumiałe, stąd w pracy [37] liczba funkcji bazowych była dobierana  

w wyniku kontroli uwarunkowania bloków macierzy lokalnych. W pracy [29] 

otrzymano poprawę uwarunkowania układu przez dopuszczenie zmiennej liczby 

funkcji falowych dla różnych elementów. Wymiar bazy był określany dla każ-

dego elementu za pomocą formuły ad hoc (bez dowodu na jej optymalność), 

która brała pod uwagę przeskalowaną liczbę falową dla każdego podobszaru. 
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Metoda najmniejszych kwadratów, LSM 

 Elementy skończone LSM typu Trefftza zostały wprowadzone w publikacji 

[25]. Podobne sformułowanie opublikowano niezależnie w pracy [26], dodatko-

wo wymuszając ciągłość pochodnej stycznej. Praca Monka i Wanga zawiera 

także teoretyczną analizę metody, jednak dotyczy ona tylko obszarów regular-

nych, natomiast w pracy Stojek wprowadzono również specjalne funkcje bazo-

we i sformułowanie dla obszarów z narożnikami. W obu pracach wartość para-

metru kary w funkcjonale najmniejszych kwadratów była testowana tylko nume-

rycznie, stąd sposób jej automatycznego i równocześnie optymalnego doboru 

pozostaje nadal do określenia. Zapewne niejasności związane z wyborem współ-

czynnika ważącego w jakimś stopniu ograniczyły zainteresowanie dalszym roz-

wojem metod najmniejszych kwadratów. W ostatniej dekadzie UWVF i DGM 

były bardziej popularne w środowisku naukowym, mimo że prowadzą do nie-

hermitowskich macierzy układów liniowych. 

 Dopiero w pracy [21] opublikowano nowe wyniki dla podejścia LSM zbli-

żonego do metody zaprezentowanej w artykule [25]. Główne różnice w sformu-

łowaniu polegają na wyborze innych funkcji bazowych w nieskończonym pod-

obszarze (funkcje Hankela zastąpiono rozwiązaniami podstawowymi) i na sa-

mym ustawieniu procedur rozwiązania numerycznego (autorzy rozwiązują pro-

blem najmniejszych kwadratów zamiast wynikowego źle uwarunkowanego 

układu równań liniowych). Dodatkowo otrzymane stopnie zbieżności (z zasto-

sowaniem specjalnych funkcji bazowych związanych z osobliwością w narożni-

ku obszaru) są niezależne od liczby falowej. Niemniej autorzy stwierdzili, że 

minimalna liczba funkcji bazowych N niezbędnych do osiągnięcia zakresu 

zbieżności eksponencjalnej zależy liniowo od liczby falowej k. Pozostaje do 

wyjaśnienia, czy ta ostatnia zależność wpłynęła (i w jakim zakresie) na stopnio-

we pogarszanie się stopnia zbieżności LSM wraz ze zmniejszaniem się długości 

fali (przy tej samej liczbie funkcji bazowych w testach numerycznych) zaobser-

wowane w pracy [31]. 

 Warto także odnotować stwierdzenie autorów pracy [21], że całkowity czas 

obliczeń w zaprezentowanym przez nich podejściu (MATLAB toolbox [38]) dla 

zakresu niskich i średnich częstotliwości, np. obiekt rozpraszający o wymiarze 

rzędu kilkudziesięciu długości fali z siatką MES o h rzędu kilkunastu , jest 

konkurencyjny z metodą elementów brzegowych, niezależnych od długości fali, 

sformułowaną w publikacji [39]. Warto tu przypomnieć, że elementy skończone 

w przeciwieństwie do brzegowych pozwalają na modelowanie skomplikowa-

nych, niejednorodnych obszarów i można je w przypadku zagadnień sprzężo-

nych stosunkowo łatwo zintegrować z innymi dyskretnymi modelami fizycz- 

nymi. 
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4. Podsumowanie 

 Standardowe metody obliczeniowe, zwłaszcza te oferowane przez tradycyj-

ne programy komercyjne, często nie są zdolne do prawidłowego odtworzenia 

propagacji fal o wysokich częstotliwościach. Pomimo stosowania do dziesięciu 

elementów na długość krótkiej fali i związanych z tym zaporowych w praktyce 

inżynierskiej czasów obliczeń, nieświadomy użytkownik programu może otrzy-

mać numeryczne artefakty zamiast prawidłowego obrazu propagacji już na od-

cinku rzędu kilkudziesięciokrotnej wielokrotności długości fali. Jest to związane 

z występowaniem numerycznej dyspersji i spowodowanych nią błędów typu 

pollution. Opracowanie elementów skończonych wolnych od numerycznej dys-

persji to olbrzymie wyzwanie naukowe ostatnich lat i nadal, mimo znaczącego 

postępu, aktywne pole badań, zwłaszcza tych koncentrujących się na wykorzy-

staniu w algorytmach wiedzy o oscylacyjnym charakterze rozwiązania, eliminu-

jących dyspersję numeryczną. 

 W artykule przedstawiono przegląd najnowszej literatury i metod opraco-

wanych w ostatnich latach dotyczących zastosowania falowych funkcji kształtu. 

Przyjmując, że metody te pozwalają na wybór rozmiaru elementu niezwiązanego 

wprost z długością fali (znaczący zysk w całkowitym CPU), to i tak nadal należy 

brać pod uwagę problemy związane ze złym uwarunkowaniem globalnych ma-

cierzy układu, aż po ich osobliwość numeryczną (dla małych h i/lub wysokich 

p). Skutkuje to każdorazowo koniecznością świadomego doboru rodzaju i roz-

miaru baz, a także wielkości elementów. W świetle obecnego stanu wiedzy  

i dotychczas opublikowanych wyników testów porównawczych nadal pozostaje 

otwarte pytanie, jak w optymalny sposób złagodzić problemy związane z uwa-

runkowaniem układów i stabilnością rozwiązań. Dyskusyjna pozostaje również 

kwestia, która metoda jest najkorzystniejsza z inżynierskiego punktu widzenia, 

ze względu na jej efektywność, w tym całkowity czas obliczeń. Artykuł [40] 

porównuje metody DEM, UWVF i PUM dla zakresu średnich częstotliwości  

i zagadnienia rozpraszania fal na cylindrze o średnicy równej 19 długościom fali 

akustycznej przy wymiarze charakterystycznym siatki elementów skończonych 

h rzędu dwóch długości fali .  W przygotowaniu do druku jest również praca 

przeglądowa [41] na temat stabilności i dyskretyzacji problemów opisanych 

równaniem Helmholtza, dotycząca zarówno standardowych, jak i niestandardo-

wych elementów skończonych. 

 Należy także odnotować najnowsze bezdyspersyjne sformułowanie wyko-

rzystujące wielomianowe funkcje kształtu – nieciągłą optymalną metodę Pe-

trova-Galerkina dla jednowymiarowego problemu [2] i jej uogólnienie na więcej 

wymiarów [42]. Samo podejście prowadzące, podobnie jak LSM, do macierzy 

hermitowskich różni się od metod opisywanych wcześniej głównie tym, że za-

miast na doborze najkorzystniejszych z numerycznego punktu widzenia funkcji 

aproksymujących (trial functions) koncentruje się na doborze optymalnych 

funkcji testowych dla konkretnych (aczkolwiek dowolnych) trial functions.  
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W testach numerycznych przedstawionych w pracy [42], dla wielomianów niż-

szego stopnia i czterech elementów na długość fali, otrzymano praktycznie po-

mijalne przesunięcie fazowe rozwiązania, jednak bez teoretycznego uzasadnie-

nia tak dobrych wyników. Autorzy w komentarzach (zamieszczonych w obu 

pracach) dotyczących możliwości wyboru trial functions w metodzie DPG nie 

wykluczają zastosowania w przyszłości funkcji typu Trefftza. 
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APPLICATION OF WAVE-BASED SHAPE FUNCTIONS  

TO WAVE PROPAGATION PHENOMENA – REVIEW OF METHODS 

A b s t r a c t  

 The efficient finite element discretization of the Helmholtz equation at high frequencies has 

been recognized as an outstanding challenge in numerical analysis of XXI century because of 

numerical dispersion, or what is often referred to in the literature as the pollution effect. A number 

of FEMs have been proposed to alleviate this effect, and improve on the unsatisfactory perfor-

mance of the polynomial FEM. In this paper we shortly outline the recent advances in non-

standard finite element formulations with wave based basis functions and provide a respective 
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