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ZASTOSOWANIE FALOWYCH FUNKCJI
KSZTALTU W ZAGADNIENIACH
PROPAGACJI FAL - PRZEGLAD METOD

Otrzymanie efektywnych metod dyskretyzacyjnych dla rownania Helmholtza
w zakresie wysokich czgstotliwosci zostalo uznane za jedno z najwigkszych
wyzwan dla analizy numerycznej XXI wieku, ze wzgledu na tzw. dyspersjg nume-
ryczna powodujaca propagacj¢ kumulujacego sig btgdu rozwiazania na caty obszar
(tzw. pollution effect). Zaproponowano wiele nowych niestandardowych sformu-
towan, w tym wykorzystujacych wiedzg o oscylacyjnym charakterze rozwiazania,
celem zniwelowania tego efektu i poprawy efektywnosci wielomianowych elemen-
tow skonczonych. W artykule kréotko zarysowano przeglad nowych MES opartych
na funkcjach falowych oraz podano wybrane publikacje dotyczace tego zagad-
nienia.

1. Wprowadzenie

Zjawisko propagacji fal wystgpujace w zagadnieniach praktycznych, takich
jak akustyka, elektromagnetyzm, dynamika osrodkow sprezystych, geofizyka
itp., jest uwazane za jedno z najwigkszych wyzwan badawczych XXI wieku dla
inzynierii obliczeniowej [1, 2]. Nowe metody numeryczne sa najczesciej formu-
towane i testowane w kontek$cie problemow opisanych w dziedzinie czestotli-
wosci skalarnym réwnaniem Helmholtza:

Vu+k2u =0,

gdzie k oznacza liczbe falowa. Dwa glowne wyzwania to [3]: efektywne podej-
$cie do obszarow nieograniczonych oraz numeryczna dyspersja, ktora wystepuje
przy aproksymacji krotkich fal w skali mikro (rzad dtugosci fali) i zaburza wy-
niki w catym obszarze (na skale makro).

W przypadku probleméw brzegowych zdefiniowanych w obszarach nie-
ograniczonych mamy dodatkowo do spetnienia warunek Sommerfelda, gwaran-
tujacy dodatni strumien energii w nieskonczonosci, a tym samym jednoznaczne
rozwiazanie zagadnienia. W przesztosci, ze wzgledu na obnizenie wymiaru pro-
blemu (mniejsza liczbg stopni swobody), preferowana metoda obliczeniowa
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w akustyce byly elementy brzegowe, niewymagajace specjalnego podejscia do
obszaru nieograniczonego i prowadzace do mniejszych, aczkolwiek petnych
Macierzy uktadu. Obecnie argument o ujemnej stronie metody elementow brze-
gowych (MEB), zwiazanej z brakiem pasmowos$ci macierzy uktadu, w wyniku
rozwoju w ostatnich latach szybkich wielobiegunowych metod (fast multipole
methods, FMM) [4], stat si¢ mniej ewidentny, jednakze metoda elementow
skonczonych (MES) zachowala swoja przewage zwiazana z mozliwoscia mode-
lowania ztozonych, niejednorodnych obszarow i zagadnien sprzg¢zonych. Ogra-
niczono$¢ MEB do jednorodnego medium mozna jednak obejs¢, taczac technike
t¢ z MES w obszarze z niejednorodnym medium. Efektywnos$¢ obliczeniowa
FMM (zwtlaszcza tzw. windowed-FMM) jest wprawdzie praktycznie nieosiagal-
na dla jakichkolwiek algorytméw MES, jednak zakres stosowania tej metody
(w potaczeniu z klasyczna MEB) jest nadal ograniczony do obszaréw (obiek-
tow), ktorych charakterystyczny wymiar L jest co najwyzej kilkaset razy wigk-
szy od dhugosci fali A [5]. Z obecnymi metodami brzegowych réwnan catko-
wych w odniesieniu do zagadnien rozpraszania akustycznego i kierunkami ba-
dan dla problemow z L/A — «© mozna zapozna¢ si¢ w publikacji [5]. W przy-
padku MES przegladu r6znych sposobow podejscia do obszarow zewngtrznych,
opartych na dziedzinie rozwiazywanego problemu, takich jak metody Dirichlet-
to-Neumann (DtN), absorbcyjne warunki brzegowe, elementy nieskoniczone czy
tez catkowicie dopasowana warstwa ttumiaca (perfectly matched layer, PML),
dokonano w pracach [3, 6].

Numeryczna dyspersja dotyczy efektu, kiedy to schemat numeryczny za-
wodzi podczas odtwarzania propagacji fali z prawidtowa predkoscia, prowadzac
do wyprzedzenia lub op6znienia fazowego numerycznej aproksymacji. Jest ona
czesto odpowiedzialna nie tylko za niewystarczajaco doktadne rozwiazanie jed-
nej dlugosci fali, lecz rowniez za wyniki globalnie jako$ciowo nieprawidtowe!
Swiadomo$é znaczenia numerycznej dyspersji jest powszechna, stad jest ona
czesto uzywana do oceny jako$ci schematow numerycznych, a takze do rankin-
gu réznych metod elementéw skonczonych [7].

W dalszej czesci artykulu przedstawiono metody redukcji numerycznej
dyspersji i powodowanych nig zaburzen rozwiazania w odlegtych punktach ob-
szaru (tzw. pollution error) z uzyciem niewielomianowych funkcji ksztattu.
W przypadku aproksymacji z zastosowaniem wielomiandéw nizszego stopnia
mozna wykorzysta¢ analityczne informacje dotyczace liczby falowej celem wy-
prowadzenia stabilizowanych sformutowan o zmniejszonej dyspersji i bledach
typu pollution. Wielomiany wyzszego stopnia, w tym wersja hp MES, moga by¢
réwniez stosowane do kontroli numerycznej dyspersji. Przeglad tego typu me-
tod, jak i zasad doboru siatek MES mozna znalez¢ w pracach [3, 6, 8-12]. Nie-
mniej nieakceptowalny w praktyce dtugi czas obliczen wymagany dla doktadnej
aproksymacji rozwigzan w skali rzgdu dtugosci fali oraz kontroli bledéw nume-
rycznej dyspersji lezy u zrodet ostatnio rozwijanych niestandardowych metod
elementow skonczonych.
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2. Przestrzenie ,,wzbogacone” (enriched spaces)

Wspdélnym mianownikiem sformutowan okreslanych jako metody ze
,Wzbogaceniem” (enrichment methods) jest wiaczenie do przestrzeni aproksy-
macyjnych (algorytmu numerycznego) funkcji, ktore zawieraja informacje
o charakterze rozwiazania problemu, np. funkcji falowych w przypadku réwna-
nia Helmholtza. Przyktadem takich funkcji sa tez catki ogoélne jednorodnych
réwnan rozniczkowych — czgsto znane, ale majace charakter globalny i stad
wymagajace w praktyce specjalnego podejscia.

Uogolniona metoda elementow skonczonych (generalized finite element
method, GFEM) [13, 14] jest rozszerzeniem metody podziatu jednosci (partition
of unity method, PUM) [15], gdzie jednorodne catki ogdlne sa przemnazane
przez standardowe funkcje ksztattu. Wielomianowe funkcje lokalizuja catki
ogolne, zapewniajac ciaglo$¢ rozwiazania migdzy elementami. W metodzie
PUM iloczyny catek ogdlnych i wielomianéw aproksymuja caty obszar, gdy
w przypadku GFEM stosuje si¢ je tylko lokalnie w skali mikro, tacznie z aprok-
Symacja wielomianowa w skali makro. W wyniku tego uzyskuje si¢ dla GFEM
poprawe uwarunkowania macierzy, w poréwnaniu z metoda PUM, ktora szcze-
g6lnie prowadzi do uktadow znaczaco zle uwarunkowanych [8].

W nieciaglej metodzie ze wzbogaceniem (discontinuous enrichment me-
thod, DEM) [16], w przeciwienstwie do PUM, bazowe funkcje falowe sa dodane
do standardowych wielomianowych funkcji ksztattu, a nie przemnozone przez
nie. Na brzegach elementow wprowadza si¢ dodatkowo mnozniki Lagrange'a
celem wymuszenia ciagtosci rozwiazania w sensie stabym. Przed agregacja glo-
balnej macierzy sztywnosci dokonuje si¢ lokalnej kondensacji statycznej na
poziomie elementu, by ostatecznie otrzymac¢ (jak wskazuja testy numeryczne)
lepiej uwarunkowane wynikowe macierze uktadu niz w przypadku PUM. Nie-
ciagla metode ze wzbogaceniem mozna réwniez sformutowa¢ w ramach podej-
$cia wieloskalowego [17].

DEM moze by¢ rowniez przedstawiona jako nieciagta metoda Galerkina
(discontinuous Galerkin method, DGM) z mnoznikami Lagrange'a jako stop-
niami swobody. W publikacji [18] pokazano, ze dla duzej klasy probleméw opi-
sanych réwnaniem Helmholtza wielomianowe funkcje ksztattu nie sa niezbedne
do otrzymania rozwiazania dobrze oddajacego charakter falowy problemu. Po-
minigto wigc pole wielomianowe, co przeksztatcito DEM w DGM z ptaskimi
falami jako funkcjami ksztattu [19]. W pracach [18, 20] ciagto$¢ w sensie sta-
bym migdzy oscylujacymi polami wymuszono za pomoca odcinkowo oscyluja-
cych mnoznikéw Lagrange'a zdefiniowanych na brzegach elementow. Nalezy
zauwazy¢, ze w pracy [20] zaobserwowano pogorszenie uwarunkowania lokal-
nych macierzy elementow (w przeciwienstwie do zagregowanej macierzy glo-
balnej) dla pewnych kombinacji wyzszego rzedu funkcji falowych i mnoznikow
Lagrange'a i (co wazniejsze) W przypadku zwiekszonej gestosci siatki w stosun-
ku do dtugosci jedne;j fali.
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3. Metody dyskretyzacyjne typu Trefftza (falowe)

Okreslenie metody typu Trefftza jest uzywane w kontekscie metod aprok-
symacyjnych, w ktorych funkcjami bazowymi dla danego elementu, tzw. T-pod-
obszaru, sa calki rownania rézniczkowego opisujacego problem (z definicji
spetniaja one Scisle rownanie w kazdym punkcie wewngtrznym elementu). Nie-
znane wspotczynniki kombinacji liniowych tak okreslonych funkcji ksztaltu sa
znajdywane z warunku wymuszenia w sensie stabym ciagtosci rozwiazania mig-
dzy elementami i spelnienia warunkow brzegowych [21]. Sama koncepcja jest
blisko zwiazana z aproksymacjami niezaleznymi od siatki elementow [22], gdyz
wielko§¢ T-podobszaru nie musi by¢ powiazana z dtugoscia fali. Podejscie to
obejmuje [3]: metode stabych elementow (weak element method, WEM) [23],
ultrastabe sformutowanie wariacyjne (ultra weak variational formulation,
UWVF) [24], metod¢ najmniejszych kwadratow (least-squares method, LSM)
zaproponowana w [25, 26]. Typowymi przyktadami funkcji bazowych sa ptaskie
fale [27] i funkcje Bessela [25]. Wszystkie te metody sa metodami niedostoso-
wanymi, w ktorych nalezy zapewni¢ ciagto$¢ rozwiazan i jego pochodnych na
granicy elementow [28].

W metodzie UWVF najpierw przybliza si¢ liniowa kombinacj¢ rozwiazania
i jego pochodnej w kierunku normalnej na brzegu elementu za pomoca sumy
funkcji wyktadniczych, a nastepnie aproksymuje rozwiazanie wewnatrz kazdego
podobszaru, rozwiazujac lokalnie problem Helmholtza z warunkami brzegowy-
mi typu Robina. LSM ré6zni si¢ od WEM glownie sposobem wyrazenia warun-
kéw ciaglo$ci na granicy elementow. UWVF w formie zaproponowanej w pracy
[24] jest niezmiernie skomplikowana. LSM jest wprawdzie tatwiejsza do zaim-
plementowania i prowadzi do macierzy hermitowskich, jednak wynik obliczen
jest uzalezniony od wartosci parametru kary, ktorego optymalna wartos¢ pozo-
staje do okreslenia [18]. Natomiast w artykule [28] pokazano, ze rozwazana
metoda residuow wazonych typu Galerkina jest rtownowazna UWVF sformuto-
wanej oryginalnie przez Cessenata i Desprésa.

W pracy [28] zaprezentowano testy numeryczne metod LSM i UWVF dla
zagadnien propagacji akustycznej w dwuwymiarowych ograniczonych obsza-
rach: dla jednorodnego przewodu i obszaru typu L-shaped (obszaru w ksztalcie
litery L z osobliwoscia rozwiazania w wierzchotku kata rozwartego). Metody
dostosowana PUM i niedostosowanag UWVF przestudiowano w publikacji [29].
Najnowsze porownanie efektywnosci nastepujacych metod falowych: nieciagtej
metody Galerkina [30], metody ultrastabej i najmniejszych kwadratow przed-
stawiono w pracy [31], w ramach zunifikowanego podejscia typu Trefftza.
Ogolny przeglad metod typu Treffza dla réwnania Helmholtza mozna réwniez
znalez¢ np. w artykule [32]. Waznym rezultatem otrzymanym w konteks$cie
metod Trefftza jest tzw. T-zupelnos¢, ktora wskazuje, czy przyjety ciag lokal-
nych rozwiazan jest wystarczajacy do aproksymacji rozwigzania [25, 33].
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Falowe funkcje bazowe

Najnowsze wyniki i otwarte problemy zwiazane z metodami Trefftza dla
réwnania Helmholtza dotycza wyboru zaréwno rodzaju funkcji falowych, jak
i ich liczby na jeden element. Dotychczas uwazano, ze ptaskie fale sa bardziej
praktyczne niz funkcje Bessela ze wzgledu na wigksza tatwos¢ ich generacji
oraz mozliwo$¢ doktadnego obliczenia wielu catek. Wigkszos¢ numerycznych
testow byta przeprowadzana dla problemoéw regularnych oraz stosunkowo nie-
wielkich liczb ptaskich fal na element (np. [34]).

Niemniej teoretyczne i numeryczne rezultaty przedstawione w pracy [27]
Zwracaja uwagg na pewne ograniczenia W stosowaniu ptaskich fal jako funkcji
bazowych, zwiazane ze skonczona doktadnoscia obliczen komputerowych. Per-
rey-Debain formutuje wniosek, ze w praktyce nalezy wyraznie rozr6zni¢ obsza-
ry osobliwe/z zanikajacymi falami (bgdace wynikiem zrodet, nieregularno$ci
brzegu, takich jak wierzchotki, gwattownych zmian warunkoéw brzegowych itp.),
w ktoérych rozwigzanie nie moze by¢ aproksymowane za pomoca ptaskich fal, od
obszaréw regularnych/z rozchodzacymi si¢ falami, dla ktérych ptaskie fale sa
odpowiednie, a tak wybrane funkcje bazowe sa najkorzystniejsze z numeryczne-
go punku widzenia. Podobne wnioski dla obszaru L-ksztaltnego sa zawarte
w publikacji [28] — zastosowanie specjalnych funkcji Bessela rzedu utamkowego
w otoczeniu osobliwosci, w przeciwienstwie do ptaskich fal, prowadzito do sta-
bilnych rozwiazan, pomimo numerycznej osobliwosci macierzy uktadu.

Autorzy pracy [35] sugeruja, ze otrzymane przez nich wyniki nie potwier-
dzaja przekonania, ze wersja h nieciaglej metody Galerkina (DGM) z ptaskimi
falami jest wolna od efektow typu pollution. Uwazaja, ze w praktycznych zasto-
sowaniach tej metody preferowane powinny by¢ duze elementy i aproksymacje
oparte na wigkszej liczbie funkcji falowych p. Rozsadna strategia typu hp, pro-
wadzaca wprawdzie do notorycznie zle uwarunkowanych uktadow liniowych,
rowniez w pracy [36] jest rekomendowana jako najciekawsza opcja. W artykule
[31] zbadano uwarunkowanie uktadow dla trzech réznych metod (DG, UWVF,
LS), otrzymujac interesujace wyniki, sugerujace, ze uwarunkowanie jest prawie
niezalezne od sposobu wymuszania ciagloéci rozwiazania migdzy elementami.
Prowadzi to do wniosku, ze zte uwarunkowanie uktadow wydaje si¢ by¢ zwia-
zane przede wszystkim z wiasciwosciami ptaskich fal.

Na koniec kilka uwag dotyczacych optymalnej liczby funkcji bazowych
i sposobu jej doboru. Niestety wlasnosci aproksymacyjne ptaskich fal nie sa
w pelni zrozumiate, stad w pracy [37] liczba funkcji bazowych byta dobierana
w wyniku kontroli uwarunkowania blokéw macierzy lokalnych. W pracy [29]
otrzymano poprawe uwarunkowania uktadu przez dopuszczenie zmiennej liczby
funkcji falowych dla réznych elementow. Wymiar bazy byt okreslany dla kaz-
dego elementu za pomoca formuty ad hoc (bez dowodu na jej optymalnoscé),
ktora brata pod uwage przeskalowana liczbe falowa dla kazdego podobszaru.
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Metoda najmniejszych kwadratow, LSM

Elementy skonczone LSM typu Trefftza zostaly wprowadzone w publikacji
[25]. Podobne sformutowanie opublikowano niezaleznie w pracy [26], dodatko-
wo wymuszajac ciaglos¢ pochodnej stycznej. Praca Monka i Wanga zawiera
takze teoretyczna analiz¢ metody, jednak dotyczy ona tylko obszaréw regular-
nych, natomiast w pracy Stojek wprowadzono réwniez specjalne funkcje bazo-
we 1 sformutowanie dla obszaréw z naroznikami. W obu pracach warto$¢ para-
metru kary w funkcjonale najmniejszych kwadratéw byta testowana tylko nume-
rycznie, stad sposob jej automatycznego i rownoczes$nie optymalnego doboru
pozostaje nadal do okreslenia. Zapewne niejasno$ci zwiazane z wyborem wspot-
czynnika wazacego w jakim$ stopniu ograniczyly zainteresowanie dalszym roz-
wojem metod najmniejszych kwadratow. W ostatniej dekadzie UWVF i DGM
byly bardziej popularne w $rodowisku naukowym, mimo ze prowadza do nie-
hermitowskich macierzy uktadow liniowych.

Dopiero w pracy [21] opublikowano nowe wyniki dla podej$cia LSM zbli-
zonego do metody zaprezentowanej w artykule [25]. Gtéwne roéznice w sformu-
towaniu polegaja na wyborze innych funkcji bazowych w nieskonczonym pod-
obszarze (funkcje Hankela zastapiono rozwiazaniami podstawowymi) i na sa-
mym ustawieniu procedur rozwigzania numerycznego (autorzy rozwiazuja pro-
blem najmniejszych kwadratow zamiast wynikowego zle uwarunkowanego
uktadu rownan liniowych). Dodatkowo otrzymane stopnie zbieznosci (z zasto-
sowaniem specjalnych funkcji bazowych zwiazanych z osobliwosécia w narozni-
ku obszaru) sa niezalezne od liczby falowej. Niemniej autorzy stwierdzili, ze
minimalna liczba funkcji bazowych N niezbgdnych do osiagnigcia zakresu
zbieznosci eksponencjalnej zalezy liniowo od liczby falowej k. Pozostaje do
wyjasnienia, czy ta ostatnia zalezno$¢ wptyneta (i w jakim zakresie) na stopnio-
we pogarszanie si¢ stopnia zbieznosci LSM wraz ze zmniejszaniem si¢ dlugosci
fali (przy tej samej liczbie funkcji bazowych w testach numerycznych) zaobser-
wowane w pracy [31].

Warto takze odnotowaé stwierdzenie autorow pracy [21], ze catkowity czas
obliczen w zaprezentowanym przez nich podejsciu (MATLAB toolbox [38]) dla
zakresu niskich i $rednich czestotliwos$ci, np. obiekt rozpraszajacy o wymiarze
rzedu kilkudziesieciu dtugosci fali z siatka MES o h rzedu kilkunastu A4, jest
konkurencyjny z metoda elementéw brzegowych, niezaleznych od dtugosci fali,
sformutowana w publikacji [39]. Warto tu przypomnie¢, ze elementy skoficzone
w przeciwienstwie do brzegowych pozwalaja na modelowanie skomplikowa-
nych, niejednorodnych obszaré6w i mozna je w przypadku zagadnien sprzezo-
nych stosunkowo tatwo zintegrowa¢ z innymi dyskretnymi modelami fizycz-
nymi.
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4. Podsumowanie

Standardowe metody obliczeniowe, zwlaszcza te oferowane przez tradycyj-
ne programy komercyjne, czgsto nie sa zdolne do prawidtowego odtworzenia
propagacji fal o wysokich czgstotliwosciach. Pomimo stosowania do dziesigCiu
elementow na dtugos¢ krotkiej fali i zwiazanych z tym zaporowych w praktyce
inzynierskiej czasow obliczen, nieSwiadomy uzytkownik programu moze otrzy-
maé¢ numeryczne artefakty zamiast prawidtowego obrazu propagacji juz na od-
cinku rzedu kilkudziesigciokrotnej wielokrotnosci dtugosci fali. Jest to zwiazane
z wystepowaniem numerycznej dyspersji i spowodowanych nia bledow typu
pollution. Opracowanie elementow skonczonych wolnych od numerycznej dys-
persji to olbrzymie wyzwanie naukowe ostatnich lat i nadal, mimo znaczacego
postepu, aktywne pole badan, zwlaszcza tych koncentrujacych si¢ na wykorzy-
staniu w algorytmach wiedzy o oscylacyjnym charakterze rozwiazania, eliminu-
jacych dyspersj¢ numeryczna.

W artykule przedstawiono przeglad najnowszej literatury i metod opraco-
wanych w ostatnich latach dotyczacych zastosowania falowych funkcji ksztattu.
Przyjmujac, ze metody te pozwalaja na wybdr rozmiaru elementu niezwiazanego
wprost z dtugos$cia fali (znaczacy zysk w catkowitym CPU), to i tak nadal nalezy
bra¢ pod uwage problemy zwiazane ze ztym uwarunkowaniem globalnych ma-
cierzy uktadu, az po ich osobliwo$¢ numeryczna (dla matych h i/lub wysokich
p). Skutkuje to kazdorazowo koniecznos$cia §wiadomego doboru rodzaju i roz-
miaru baz, a takze wielkos$ci elementow. W $wietle obecnego stanu wiedzy
i dotychczas opublikowanych wynikéw testow porownawczych nadal pozostaje
otwarte pytanie, jak w optymalny sposob ztagodzi¢ problemy zwiazane z uwa-
runkowaniem uktadow i stabilno$cia rozwiazan. Dyskusyjna pozostaje rowniez
kwestia, ktora metoda jest najkorzystniejsza z inzynierskiego punktu widzenia,
ze wzgledu na jej efektywnos¢, w tym catkowity czas obliczen. Artykut [40]
poréwnuje metody DEM, UWVF i PUM dla zakresu $rednich czgstotliwosci
i zagadnienia rozpraszania fal na cylindrze o §rednicy rownej 19 dtugos$ciom fali
akustycznej przy wymiarze charakterystycznym siatki elementow skonczonych
h rzedu dwoéch dlugoscei fali 4. W przygotowaniu do druku jest rowniez praca
przegladowa [41] na temat stabilno$ci i dyskretyzacji probleméw opisanych
réwnaniem Helmholtza, dotyczaca zaréwno standardowych, jak i niestandardo-
wych elementéw skonczonych.

Nalezy takze odnotowac najnowsze bezdyspersyjne sformutowanie wyko-
rzystujace wielomianowe funkcje ksztaltu — nieciagla optymalna metode Pe-
trova-Galerkina dla jednowymiarowego problemu [2] i jej uogdlnienie na wiecCej
wymiarow [42]. Samo podejscie prowadzace, podobnie jak LSM, do macierzy
hermitowskich rézni si¢ od metod opisywanych wczeséniej glownie tym, ze za-
miast na doborze najkorzystniejszych z numerycznego punktu widzenia funkcji
aproksymujacych (trial functions) koncentruje si¢ na doborze optymalnych
funkcji testowych dla konkretnych (aczkolwiek dowolnych) trial functions.
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W testach numerycznych przedstawionych w pracy [42], dla wielomianoéw niz-
szego stopnia i czterech elementow na dtugo$¢ fali, otrzymano praktycznie po-
mijalne przesunigcie fazowe rozwiazania, jednak bez teoretycznego uzasadnie-
nia tak dobrych wynikow. Autorzy w komentarzach (zamieszczonych w obu
pracach) dotyczacych mozliwosci wyboru trial functions w metodzie DPG nie
wykluczaja zastosowania w przysztosci funkcji typu Trefftza.
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APPLICATION OF WAVE-BASED SHAPE FUNCTIONS
TO WAVE PROPAGATION PHENOMENA - REVIEW OF METHODS

Abstract

The efficient finite element discretization of the Helmholtz equation at high frequencies has
been recognized as an outstanding challenge in numerical analysis of XXI century because of
numerical dispersion, or what is often referred to in the literature as the pollution effect. A number
of FEMs have been proposed to alleviate this effect, and improve on the unsatisfactory perfor-
mance of the polynomial FEM. In this paper we shortly outline the recent advances in non-
standard finite element formulations with wave based basis functions and provide a respective
bibliography review.



