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ZASTOSOWANIE ALGORYTMOW APROKSYMACJI WIELOMIANOWEJ
DO WYZNACZENIA WYSOKO SCI W W EZLACH BRZEGOWYCH
STRUKTURY GRID

Streszczenie

Numeryczne modelowanie powierzchni w systemach rindaji przestrzennej (SIP, GIS)
wymaga zastosowania odpowiednich struktur danydN,(GRID). Wybor rodzaju struktury zate
od przygtych zalgen w systemie oraz €sto od rozmieszczenia i zmgczenia punktow
pomiarowych. Zastosowanie struktury GRID pozwala ngednolicenie i upogdkowanie
przechowywanej informacji, ograniczenie redundancjiaz ilgci przechowywanych danych.
Rozwigzanie to wymaga zastosowania algorytmow interpgtgeih, ktorych doktadnit obliczer w
duzej mierze zalgy od lokalizacji punktéw pomiarowych wokot tworzareewezta struktury GRID.
Na krawedziach zewstrznych interpolowanych obszaréw wgstja wezty brzegowe, ktére nie
zawsze posiad@jdogodne rozmieszczenie punktow pomiarowych. Wazkii z tym prawidiowe
wyznaczenie wartei w takich weztach wymaga spetnienia szczegdlnych zaio W artykule
zaproponowano rozwkanie tego problemu przez wykorzystanie algorytm@proksymacii
wielomianowej dwu i trojwymiarowej. W tym celu op@vane zostaty autorskie aplikacje
pozwalajce na wyznaczanie qadw brzegowych oraz przeprowadzona zostala andiigdadndci
zaproponowanych rozgzan.

Stowa kluczowe: numeryczny model powierzchni, wielomiany aproksgyjae, algorytmy
interpolacyjne, regularna siatka, GRIDgaly brzegowe

1. Wstep

Systemy informacji przestrzennej wykorzystywanes ®becnie do przechowywania,
przetwarzania i analiz daj ilosci informacji pochodzcych z r@nych zrodet [2], [9], [10]. Podstaw
organizacji przestrzennej w takich systemach stanaweguly dane pochoglze z numerycznego
modelu terenu (DTM). Obecnie damdiowe tworace DTM pozyskiwane asczesto z pomiaréw
bezpdrednich [1], [9]. Wspblczesne systemy pomiaroweietajak laserowe stacje pomiarowe,
laserowy skaning lotniczy czy echosondy wielgkiowe pozwala na pozyskiwanie diej ilosci
informacji w stosunkowo krétkim czasie [1], [4],][Bezpdrednie korzystanie z takich zbiorow jest
jednak utrudnione ze wzglu na ich ild¢ i nieuporadkowany charakter zapisu informacji [3], [5],
[7], [10]. W zwiazku z tym dzy si¢ do uporadkowania struktury przestrzennej i ograniczenigcilo
punktow tworacych numeryczny model terenu, przy jednoczesnymhaaaniu wymaganej
doktadndci. Jednym ze sposobow upgdkowania informacji opisgpej powierzchrd jest
przedstawienie jej w postaci struktury regularriaiks weztéw o znanych wysokgiach (struktura
typu GRID). Pozwala to na zredukowaniesdodanych, ograniczenie ich redundancji oraz znaczn
przyspieszenie przetwarzania informacji. §ziwykorzystaniu tej struktury nmidiwe jest rownie
prowadzenie analiz poréwnawczych na tych samyckkéch w rénych epokach pomiarowych [3],

[51, [71.
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Utworzenie struktury GRID wymaga zastosowania algoéw interpolacyjnych, przy pomocy
ktérych wyznaczanegsvartasci w punktach wztowych w oparciu o pobliskie punkty pomiarowe [4],
[6]. W procesie tworzenia siatki egtOw mog bra® udzial r@&ne algorytmy interpolacyjne,
pozwalajce na wygenerowanie modelu powierzchni zng6 doktadndcia [2], [4], [5], [10].
Dokladna¢ ta zaley nie tylko od rodzaju tytego algorytmu i jego parametrow interpolaciji ale
réwniez od lokalizacji punktéw pomiarowych wokét tworzomegvezia. Wiekszai¢ algorytmow
interpolacyjnych, do poprawnego wyznaczenia waifowymaga réwnomiernego rozmieszczenia
punktéw pomiarowych wokot gzta zlokalizowanych w wyznaczonych sektorach. Tsjaacja ma
miejsce najcgsciej wewrgtrz opracowywanych obszaréw. Na granicach intergaltych powierzchni
wystepuja jednak wezlty brzegowe, ktdre nie zawsze posiadafipowiednio rozmieszczone punkty
pomiarowe. Prawidlowe wyznaczenie wddiow takich weztach wymaga spetnienia szczegdélnych
zalazen. Nalezy zatem przeanalizowamozliwosci dokltadnego wyznaczenia wadtd na weztach
brzegowych, poniewa dzieki nim struktura GRID mge pokrywd& caly pomierzony teren i
wykorzystywa& wszystkie dosgpne punkty pomiarowe. Kompletna strukturgzibw brzegowych
przyczynia s} z kolei do polepszenia jaka taczonych obszaréw opracowaraz do podniesienia
doktadndci modelowanej powierzchni.

2. Tworzenie modelu testowego

Miarodajne poréwnanie dokladée wyznaczenia wartei w punktach pomiarowych zaymi
metodami powinno zaktadawykorzystanie takiej samej bazy danych $&igwych. W celu
przeanalizowania doktadém wyznaczenia wztdw brzegowych w rény sposob wykorzystano
specjalnie opracowany teoretyczny model testowys®mrzenia modelu wykorzystano funkgwu
zmiennych (1) pozwalaga na utworzenie powierzchni matematycznej pokazaaejysunku 1A. W
oparciu o ¢ funkcjg, w podanym przedziale wsp&dnych x,y (1), wygenerowanych zostato 10200
punktow pseudopomiarowych (pp).

f (X, y) = X*COS(xy)SIN(5x) + x* + 2y° 1)
x[J<3;5> , ylj<0,;2>
Utworzyly one powierzchgiwzorcows, ktora nasgpnie zostala przeskalowana i przestmiw taki

sposob, aby uzyskanodel DTM o wymiarach 340 m na 300 m i obszarz20D0 m2, zawieragy
wytacznie punkty pomiarowe o dodatnich wadiach wspotrzdnych x,y,z (rys.1B).

Rys. 1. Konstrukcja modelu testowego

Tak utworzone punkty pomiarowe posjfty do obliczenia wartéci w punktach wztowych
wybranymi algorytmami interpolacyjnymi. Odlegi pomidzy weztami siatki kwadratow ustalone
zostaly na 10 m, co pozwolito na uzyskanieezagzenia ok. 10 pp na kwadrat bazowy. W rezultacie
w granicach badanego obszaru otrzymano 10886w, w tym 128 wziéw brzegowych na ktérych
dokonano analizy dokfadsa (rys.1C). W tym celu w punktach wykorzystanyahahaliz, w oparciu

o t3 samy funkcje (1), wygenerowane zostaly teoretyczne punktyztewe, o takich samych
parametrach lokalizacyjnych jak emy interpolowane. Pozwolito to na poréwnanie waslk
praktycznej, obliczonej przy pomocy interpolacjiwartdcia teoretyczn, obliczory przy pomocy
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funkcji, na wszystkich badanych ¢mtach brzegowych struktury GRID i wyznaczenieznié
wysokaci w postaci gdéw prawdziwych.

3. Analiza doktadndici algorytmow interpolacyjnych

W celu przeanalizowania mwosci i dokladndci wyznaczania wztow brzegowych rénymi
metodami analizom poddanych zostato dzégvalgorytméw interpolacyjnych [6], [7], [10], [11]:

* (n9 — najblizszego ssiada;

* (na) — naturalnegogsiada,;

*  (kr) — kriging z semiwariogramem liniowym;

* (pp) — ptaszczyzna aproksymacyjna i prosta,;

*  (1r2-5i (1r2-10 — réwnowaenia 1/R2 (dla 5i 10 pp);
» (tr) — triangulacji z interpolagjliniowa;

e (mK — minimalnej krzywizny;

*  (fr) — multikwadratowych funkcji radialnych;

* (sr) —sredniej ruchome;.

Kazdy z algorytmow wykorzystywat do obliczeg samy baz punktow pomiarowych wyszukiwanych
w promieniu R=10m od interpolowanego punktgziewego (rys.2A). Poniewapunkty weztowe

byly rozmieszczone na granicach badanego obszamziy(Wrzegowe) kady z algorytméw miat do
dyspozycji wyhcznie punkty pomiarowe patone po jednej stronie emta (rys.2A). Taka lokalizacja
punktéw pomiarowych doprowadzita do sytuacji w kjdirzy z badanych algorytméwd, tr i sr)

nie mogly prawidtowo wyznaczywysokaci w punkcie wziowym. Ze wzgddu na ekstrapolag

wysokdaici w weztach brzegowych warfoi w ogole nie zostaty wyznaczone lub byly wyznaeza

btedem przekraczagym 15m. Te algorytmy zostaly wykluczone z dalszyeda. Przy pomocy
pozostatych sZeiu algorytmow wyznaczono waia na wszystkich 128 gztach brzegowych i przez
porownanie z warkeia teoretyczn (z fukcji(l)) w danym wzle, otrzymano rgnice wysokdci

stanowjce bkdy prawdziwe.
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Rys. 2. Beédy interpolacji przy ograniczonym doborze punktéevrparowych

Na rysunku 2 pokazane zostaly przykladowe waitdoleddw interpolacji (w m) dla wzidéw
brzegowych uzyskane algorytmelr® dla 5 pp. Rysunek 2B pokazuje wardiobtedow prawdziwych
wzdtuz lewej pionowej krawdzi badanego obszaru (rys.1C), gdzie maksymalneo$earbledow
dochodz do 1 m. Rysunek 2C pokazuje analogicggtuacg dla poziomej gérnej kragazi badanego
obszaru, gdzie w skrajnych przypadkach wéaitdtedow przekraczaj 3 m. Ograniczony dobér
punktéw pomiarowych do interpolacji (punkty pomiam leza tylko po jednej stronie yzia
brzegowego) powoduje powstanie stosunkowgydin odchylé wartasci interpolowanej od wartgi
teoretycznej. Lokalizacja i wielkoi tych bkdow zaleg od morfologii danej powierzchni. Lokalizacj
btedéw uzyskanych algorytmenr2 dla 5 pp dla wszystkich ¢ztéw brzegowych badanego obszaru
pokazuje diagram edicowy pokazany na rysunku 3A. Przedstawia on wertoezwzgtdne btdow
wystepujacych na wztach brzegowych i ich usytuowanie na badanym modebwierzchni
(wewretrzny obszar wyczony jest z analizy). Wksze znieksztalcenia powstajv miejscach
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bardziej zrénicowanych morfologicznie (rys.1C). Wynika to z¢kézych ré@nic wysokdci punktow
pomiarowych zlokalizowanych na danym obszarze. \kystanie punktdéw pomiarowychzgcych
na terenie bardziej ztdicowanym morfologicznie (wkszy kgt nachylenia powierzchni) generuje
podczas interpolacji wksze bédy. Na powierzchniach bardziej ptaskichedy te 8 odpowiednio
mniejsze. Sytuacja taka ma miejsce w przypadku stkiph testowanych algorytmow
interpolacyjnych.

Algorytmy interpolacyjne rinia si¢ doktadndcia migdzy soly. W celu liczbowego poréwnania
doktadndci interpolacji na wztach brzegowych dokonanej przezné algorytmy wykorzystano
wspoétczynnikRMS (2). Pozwala on stwierdziw jaki sposob warkei interpolacyjne odbiegajod
wartcsci teoretycznych. Im mniejsza jest wadotego wspoiczynnika tym doktadniej model
interpolacyjny (praktyczny) pokrywaest modelem teoretycznym.

RMSz\/ii(f(x,yi)—a)z (2)

gdzie:

f(x,y) - wartas¢ funkcji (1) w teoretycznym punkciegztowym o wspotrzdnych x vy,

Z - warta¢ obliczona przez dany algorytm interpolacyjny ndgiawie punktow
pomiarowych (pp) w punkcieegtowym o wspoétrzdnych xy ,

n - ilos¢ punktéw weztowych.
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Rys. 3. Porownanie doktadée interpolacji wztow brzegowych rinymi algorytmami

Na wykresach pokazanych na rysunku 3B pokazanatyostrtgci wspotczynnikaRMS (uzyskane
wytacznie na wztach brzegowych) dla poszczegdlnych algorytmoverpulacyjnych. Najmniejsze
btedy generowane asw przypadku algorytmukr. Pozwala on najdoktadniej wyznaczyvezty
brzegowe. Najwiksze bédy generuje algorytmilr2 dla 10 pp. Pozostale algorytmy wykoguj
obliczenia na podobnym poziomie. W przypadku nigidld algorytméw wykorzystanie wkszej
ilosci punktow pomiarowych (wkszy promié R) prowadzi do pogorszenia doktadoioobliczen.
Sytuacja taka pokazana zostata na przyktadzie @igorlr2 dla 5 i 10 wykorzystanych punktow
pomiarowych (rys.3B). Warsé wspoétczynnikaRMSdla algorytmulr2 dla 5 pp zostata wyeiona
poniewa odpowiada ona warfoiom pokazanym na diagramie zmcowym (rys.3A). Podobne
zalencici zachodz réwniez w przypadku pozostatych algorytméw. Doktadianterpolacji zaley
takze od zagszczenia punktow pomiarowych @topp przypadajca na wzet w danym promieniu).
W przypadku wikszego zagszczenia najbardziej poprawig slokladnd¢ algorytmowns, pp i 1r2.
Pozostate algorytmy zachovgujoktadndci na podobnym poziomie.

Niezalenie od zalaonych parametréw interpolacji wszystkie przebadalgorytmy generuj
btedy na wzlach brzegowych. Spowodowane jest to niekorzykikalizachp punktéw pomiarowych.
W wickszaci przypadkéw dochodzi do ekstrapolacji wadiow wezle, ktéra prowadzi do
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powstawania pokazanych edibw. W celu minimalizacji tych btdow naley przebada metody
pozwalajce zminimalizowa wptyw ekstrapolacji na wyznaczenie wadow wezle.

4. Analiza wykorzystania algorytméw aproksymacji welomianowe;j
do wyznaczenia wztéw brzegowych

4.1. Wielomian 3D

Btedy spowodowane ekstrapolaeyartcici mozna zniwelowd stosugc algorytmy aproksymacji
wielomianowej. Pozwalajone na dokonanie ekstrapolacji wacio(obliczenie wysokéri w wezle
lezacym poza przestrzepipunktéw pomiarowych) jednak nie generujduzych bkdéw. W celu
przebadania nuiwosci takich algorytméw opracowane zostalo autorskiprogramowanie
pozwalajce na zastosowanie aproksymacji wielomianowej tygjiarowej (3D) i dwuwymiarowej
(2D) dowolnego stopnia.

W obliczeniach wartiei w punkcie weztowym przy pomocy wielomianu aproksymacyjnego
bierze udziat okrdona minimalna ilé¢ (N) punktow pomiarowych (posiadaych wspoétrzdne
x,y,h). llos¢ ta wynika z iléci rowna potrzebnych do rozwrania uktadu rownadla danego stopnia
wielomianu (n) i jest okrdona przez zalmosci (3).

N < (n+1} - brak rozwizan
N = (n+1f - rozwhzaniesciste (interpolacja) 3)
N > (n+1f - rozwhzanie przyblione (aproksymacija)

gdzie:
N - ilos¢ punktow pomiarowych (il réwnan)
n - stopié wielomianu

Przy pomocy omawianej aplikacji, w zatesci od zadeklarowanej ifai punktéw pomiarowych i
stopnia wielomianu, nima dokona& rozwigzania scistego (interpolacji) lub przybibnego
(aproksymacji). W przypadku aproksymacji wyréwnaiigkonywane jest metgdnajmniejszych
kwadratow. Punkty pomiarowe do aproksymacji odnaplye § w zalaczonym promieniu od punktu
weztowego (rys.4A). Maliwe jest réwnie zdeklarowanie minimalnej isai punktow pp bicgcych
udziat w obliczeniach. Na bazie N punktéw pomiarolvy(zlokalizowanych w przestrzeni
trojwymiarowej) uktadanych jest N rowfavielomianu 3D okrédonego stopnia zgodnie ze wzorem

(4).

Rys. 4. Aproksymacja wielomianem 3D

Przez rozwjzanie uktadu réowna(w przypadku rownanadliczbowych wyréwnanie dokonywane jest
metody najmniejszych kwadratow) wyznaczang wspotczynniki wielomianu aproksymacyjnego.
Pozwala to na utworzenie powierzchni aproksymag¢ymeparciu o ktég wyznaczany jest punkt
wezlowy jako rozwizanie ukladu réwna danej powierzchni i prostej (x=const ; y=const)
przechodzcej przez ten punkt (rys.4B).
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W(xy)=> a xy (4)

i,j=0

W rezultacie dziatania programu otrzymywanewsartaici we wszystkich zdeklarowanychemtach
brzegowych. Na rysunku 4C pokazany zostat diag@micowy rozmieszczenia gdéw na wztach
brzegowych po aproksymacji dokonanej w oparciu g@8kty pomiarowe wielomianem 3 stopnia
(zapis w3p22 oznacza 3 stophe wielomianu i 22 punkty pomiarowe). Lokalne znigkdzenia
widoczne na diagramie (rys.4C) spowodowang rsekorzystnym rozmieszczeniem punktow
pomiarowych i ména je zminimalizow& stosujc inny stopié@ wielomianu aproksymagego na
danym obszarze.

Na rysunku 5A pokazane zostaty wadiobledow prawdziwych dla tej samej aproksymaciji
(w3p22 wzdhwz lewej pionowej krawdzi badanego obszaru (rys.1C), a na rysunku 5B wizdt
poziomej gérnej krawdzi. Rownie w tym przypadku wartwi bledéw zalea od uksztalttowania
morfologicznego badanej powierzchni w pabliwgziow brzegowych jednak ich wielkoi s3 10
krotnie mniejsze od warfoi uzyskanych przez badane algorytmy interpolacyns.2 , rys.3).
Rysunek 5C pokazuje zestawienie wspoéiczynikéSdla r&znych stopni wielomianu i ednej ilosci
pp. Wykresy przedstawione na rysunku 5C opisa2p09 w3pl6 i w4p25 dotycz obliczenia
wartasci w weztach w sposokcisty (interpolacja).
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Rys. 5. Doktadn& wyznaczenia wztow brzegowych
dla r&nych stopni wielomiandéw aproksymacyjnych 3D

Pozostate wykresy dotygzobliczex przyblizonych (aproksymacja). We wszystkich przypadkach
wartaésci RMS 5 znacznie mniejsze od wastd wyliczonych dla poprzednio prezentowanych
przyktadowych algorytmow interpolacji (rys.3B), éwiadczy o znacznie lepszym dopasowaniu do
modelu teoretycznego. Najgorsze wyniki uzyskano avgkstupc 2 stopié@ wielomianu (przy czym
interpolacja jest tu gorsza od aproksymacji). N dopasowanie do waitd teoretycznej
(najmniejsze wspotczynnikRMS wykazup wezly obliczone wielomianem 3 i 4 stopnia (w tych
przypadkach interpolacja jest lepsza od aproksyindtjawidtowy dobor stopnia wielomianu i $id
punktow pomiarowych uniiwia zminimalizowanie bdéw na weztach brzegowych. W zateosci

od morfologii terenu mma dostosowate parametry dla poszczegdlnych grugzddw brzegowych w
taki spos6b aby znieksztatcenia byly jak najmnigjsz

4.2. Wielomian 2D

W przypadku wykorzystania wielomianéw aproksyaeych 3D do dokonania niegtnych
obliczen wymagana jest odpowiednia §to punktow pomiarowych w zateosci od stopnia
wielomianu. Zgodnie ze wzorem (3) dla 3 stopnialeviganu minimalna il&¢ punktéw potrzebnych
do dokonania obliczeinterpolacyjnych wynosi 16, a dla 4 stopnia odpemio 25. W przypadku
aproksymaciji iléci te g jeszcze wiksze. Dane pomiarowe nie zawsze zapewradpowiedn ilosé
punktow dostipnych w pobliu wezta. W przypadku braku dostatecznepdiopunktéw pomiarowych
wokét wezta (co w przypadku gztéw brzegowych wyspuje szczegodlnie €sto) mana postay¢ sie
wielomianem aproksymacyjnym 2D. Wielomian ten ddiczen wykorzystuje punkty leace w
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przestrzeni dwuwymiarowej (na ptaszeaie). W tym przypadku minimalna 86 (N) punktéw
pomiarowych (posiadggych wspoétrzdne x,y) powinna spetntavarunki okrélone wzorem (5).

N <n+1 - brak rozwizan
N =n+1 - rozwizaniesciste (interpolacja) (5)
N > n+1 - rozwizanie przybltone (aproksymacja)

gdzie:
N - ilos¢ punktow pomiarowych (ikE rownan)
n - stopié wielomianu

Na bazie N punktow pomiarowych (zlokalizowanych vzgstrzeni 2D) ukladanych jest N rowina
wielomianu 2D okréonego stopnia (6).

W( =Y ax 6)

W przypadku zastosowania tego wielomianu jako ddmeobliczéé mazna wykorzysté wartgsci
wyznaczone uprzednio nagmach GRID wewantrz opracowywanego obszaru. W Zzaiesci od
potrzeb wykorzystywaneaswezly usytuowane w szeregach poziomych, pionowych dktnych
(rys.6A). Po zamianie wspébdnej wysokdéci h weztdw na wspotrgdng y mazna dany przekrgj
przenig¢ na ptaszczyzndo klasycznego uktadu wspd@dnych x,y i dokona stosownych oblicze
Odlegtaici x pozostag rowne odlegtéciom pomedzy weztami siatki kwadratéw. W tym przypadku
réwniez, w zalenaosci od zadeklarowanej w programiestd pp i stopnia wielomianu, moa dokoné
rozwigzaniascistego (interpolacji) lub przybionego (aproksymaciji). Dla aproksymacji wyréwnanie
dokonywane jest metachajmniejszych kwadratdéw, a zasada oblicpest taka sama jak w przypadku
wielomianu 3D. Wartéci wysokaci punktéw biogcych udziat w obliczeniach odczytywane »
odpowiednio posortowanychegtéw utozonych w wiersze lub kolumny. Ngghie na ich podstawie
tworzona jest krzywa aproksymacyjna. W celu pozbggnia doktadriei obliczen autorska aplikacja
umazliwia zdeklarowanie dopuszczalnej d wezibw (w poblizu  wezta brzegowego)
wykorzystanych do oblicieoraz dopuszczalnej #oi brakupcych weztdbw w rzdzie lub w kolumnie.
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280

275

Rys. 6. Aproksymacja wielomianem 2D

Punkt wztowy jest wyznaczany jako rozavianie uktadu rownadanej krzywej i prostej (x=const)
przechodzacej przez ten punkt (rys.6B). W ten sposob w pnoigawyznaczane gswartasci we
wszystkich wzlach brzegowych wokét analizowanego obszaru. Reaiiemetoda wykorzystuje
wytacznie punkty wzlowe w rzdach i w kolumnach mima jp stosowa rowniez w przypadku braku
lub niedostatecznej ifai punktow pomiarowych wokot gztow brzegowych.

Na rysunku 6C pokazany zostat diagranzniéowy rozmieszczenia @dow na wzlach
brzegowych po aproksymacji dokonanej w oparciu pudkty pomiarowe wielomianem 2 stopnia
(w2p4. Wezty liczono w oparciu o teoretyczny GRID zlokalizamy wewntrz badanego obszaru.
Rysunek 7A prezentuje wakm bleddéw prawdziwych dla tej aproksymacji wzdtlewej pionowej
krawedzi badanego obszaru (rys.1C), a rysunek 7B wzahziomej gornej kragdzi.
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Rys. 7. Doktadn& wyznaczenia wztow brzegowych
dla r&nych stopni wielomianow aproksymacyjnych 2D

Réwniez w tym przypadku wielkéci bleddéw prawdziwych na poszczegdélnych punktagiziewych

s3 wyraznie mniejsze m w przypadku analizowanych uprzednio algorytmows @y, rys.3) i nie
przekracza 0.5 m. Obliczenia dokonywane metodproksymacji wielomianem 2D (podobnie jak
wielomianem 3D) pozwalajna doktadniejsze wyznaczenie wysftiov weztach brzegowych niw
przypadku wgkszaici analizowanych algorytmow interpolacyjnych. Medoda generuje bily
roztozone systematycznie, co podyktowane jest uksztati@mma morfologicznym terenu (rys.1C).
Poniewa wartcgsici bledédw uzyskiwane gt metod s3 systematycznie zawgne wraz ze
zréznicowaniem morfologicznym istnieje movo$¢ wprowadzenia odpowiednich poprawek i
uzyskania jeszcze lepszego dopasowania. RysungloK&zuje zestawienie wspotczynniRiSdla
roznych stopni wielomianu i tdej ilosci pp. Wykresy przedstawione na rysunku 7C opisap3
w3p4i wap5dotycz obliczenia wartéci w weztach w sposébcisty (interpolacja). Pozostate wykresy
dotycz obliczer przyblizonych (aproksymacja). W tym przypadku dokiagmouzyskiwane na
weztach brzegowych zate scisle od parametrow interpolacji. Najlepsdoktadnd¢ osignicto w
przypadku wielomiandw interpolacyjnych 2 stopni@ pp oraz 3 stopnia i 4 pp. Dokladnief nv
przypadku testowanych algorytmow (rys.3B) policzomestaly wezly brzegowe réwnie dla
wielomianéw aproksymacyjnych 2 stopnia oraz 4 ip5jak rownie dla wielomianu 3 stopnia i 5 pp
oraz interpolacji 4 stopnia i 5 pp. Reszta przygadlaproksymacji data porownywalne lub gorsze
rezultaty nk testowane algorytmy interpolacyjne. Aby otrzynvgymagan dokladndé wyznaczenia
weztow brzegowych metedaproksymacji wielomianem 2D naleograniczy si¢ do niskich stopni
wielomianu i matej iléci punktow pomiarowych. Doktadd§é wyznaczenia wztow brzegowych ¢
metody wzrasta rownig w przypadku wikszego zagszczenia wztdbw obszaru wewgirznego na
bazie ktérych dokonujegbblicze.

Dokfadndci wyznaczenia wztow brzegowych w metodzie wielomianéw 2D zalev sposob
szczegoblny od doktaddo weztéw wewretrznych. Z kolei doktadnig interpolacji wysokéci w tych
wezlach zaley od przygtego algorytmu interpolacyjnego. W zku z tym zachodZcista zaleénosé¢
pomiedzy jakdcia struktury GRID wewatrz badanego obszaru, a doklagirig weztow brzegowych
wyznaczanych opisywarmetod.
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Rys. 8. Porownanie doktadée wyznaczenia wztow brzegowych wielomianami 2D
na bazie szeregu punktow obliczonychnymi algorytmami interpolacji
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Na rysunku 8 przedstawiono waitd wspotczynnikbwRMS uzyskanych przez interpolactakimi

samymi wielomianami, z taksany iloscig punktéw pomiarowych jak w sytuacji przedstawiongj
rysunku 7C. W pierwszym przypadku (rys.8A) podstavyznaczenia wzidw brzegowych byt GRID
policzony algorytmemkr (doktadnym — rys.3B), a w drugim (rys.8B) algorgm 1r2-5 (mato

doktadnym — rys.3B). W poréwnaniu z sigtieoretyczg (rys.7C) wyrane pogorszenie doktadée

wystepuje dla mato doktadnej metody wyznaczeniezdédw wewnytrz badanego obszardr@ —

rys.8B). W przypadku doktadnego wyznaczenigztdw wewretrznych kr — rys.8A) dokladngi

uzyskiwane na wrtach brzegowych asporéwnywalne z wewgirzng siatky teoretyczp (rys.7C).
Dobér algorytmu interpolacji wewetrznej struktury GRID ma kluczowe znaczenie dlatddRasci

uzyskiwanych na wztach brzegowych liczonych metpdielomianéw 2D.

5. Wykorzystanie aproksymacji wielomianowej 2D i 3D~v modelu DTM

W celu przeanalizowania mldwosci praktycznych obu metod wykorzystano je do olgita
weztow brzegowych dla numerycznego modelu terenu. li2maany DTM (rys.9) przedstawia
fragment dna morskiego korytarza Szczefivinoujscie. Dane pomiarowe uzyskano przy pomocy
sondy wielowizkowej. Interpolacja wztéw wewretrznych dokonana zostata algorytmem minimalnej
krzywizny (mK. W poprzednich analizach pozwolit on na uzyskareeniej doktadnéci (rys.3B). Na
rysunku 9A przedstawiony zostat DTM wyty z wigkszego, uprzednio interpolowanego obszaru.
Pozwolito to na uzyskanie fragmentu modelu, gdzigly interpolowane na brzegach posiadaty
punkty pomiarowe rozmieszczone rownomiernie wokébig. Model ten jest modelem wzorcowym
dla pozostatych modeli. Rysunek 9B przedstawia DDuzie wzty brzegowe s liczone metoa
wielomianu 3D Ww3p23). Wszystkie wzty lezace poza wydzielonym prostgiem (rys.9B) zostaty
wyznaczone na podstawie punktow pomiarowych zlakalanych wyicznie wewgtrz
zaznaczonego obszaru. Rysunek 9C przedstawia GRi@ntrzny, na bazie ktdérego zostaly
wyznaczone wzty brzegowe metad wielomianu 2D. Na rysunku 9D pokazany zostat DTM z
weztami obliczonymi metogl w2p4 Zaréwno w jednym (rys.9B) jak i drugim (rys.9Djzppadku
model powierzchni jest poréwnywalny z modelem woargm przedstawionym na rysunku 9A.

Rys. 9. Wyznaczenie ¢ztéw brzegowych dla numerycznego modelu terenu

Analizujac dokladnie modele wzdiuwezidw brzegowych mina stwierdzi, ze bardziej precyzyjny
model zostat stworzony metpavielomianu 3D (rys.9B), a mniej precyzyjny mejogielomianu 2D

(rys.9D). Drobne niedoktaddo pojawiapce s¢ wzdiwz dolnej i prawej krawdzi numerycznego
modelu terenu stworzonego mejodielomianu 2D (rys.9D) ssspowodowane wptywem morfologii
terenu na wyniki oblicze Jak jui zaznaczono wczriej mazna je zredukowastosujc odpowiedni

dobdr stopnia wielomianu i wykorzysaej wiasciwosci systematyki kidéw generowanych przez t
metod.
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6. Whnioski

Zastosowanie wkszaci algorytmoéw interpolacji do wyznaczenia wdrdbw wezlach lezgcych
na granicach mierzonego obszaru prowadzi w znacarwjci przypadkéw do powstania
znieksztatca. Jest to spowodowane konieczaig ekstrapolacji wartai w takich miejscach. Mama
podnigé¢ doktadnd¢ wyznaczania wysoksi w weztach brzegowych przez zastosowanie
odpowiednich metod odpornych na niedokiaamnekstrapolacji. Bidy spowodowane ekstrapolac
wartasci mazna zniwelowa stosujc algorytmy aproksymacji wielomianowej. Zastosoveani
aproksymaciji wielomianami 3D wytaie podnosi doktadrié wyznaczenia wziow brzegowych.
Taka aproksymacja jest precyzyjna jednak wymagsusimwo duej ilosci punktéw pomiarowych
zlokalizowanych w pobhku wezta. W przypadku weztow brzegowych taka sytuacja nie zawsze jest
mozliwa. Metoda aproksymacji wielomianami 2D wymagaieseej ilgici punktow pomiarowych.
Wykorzystuje ona ponadto ezty struktury GRID utworzone wewitrz opracowywanego obszaru,
ktore maj z reguty wiksz dokladndé. Zastosowanie tej metody pozwala na wyznaczegidow
brzegowych pomimo braku lub niedostatecznejcilgppunktow pomiarowych zlokalizowanych przy
krawedziach analizowanych obszarow. Doklagthdej metody zaley jednak od jakéci struktury
GRID lezacej wewntrz badanego obszaru, na podstawie ktérej wyznaczawezly brzegowe. W
metodzie te] zwikszenie zagszczenia GRID znacznie podnosi jej doktadnoObie metody
pozwalaj na wyznaczenie yztéw brzegowych z doktaddoia wicksz niz analizowane algorytmy
interpolacyjne. Wykorzystanie opisywanych metod zvpala to na stworzenie szerszego zakresu
opracowania i wygenerowanie kompletnej struktury IRvykorzystupcej wszystkie dogpne
punkty pomiarowe. Pozwala to z kolei na podniesiedokiadnéci modelu DTM na granicach
analizowanych obszaréw.
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THE USE OF POLYNOMIAL APPROXIMATION ALGORITHMS
IN DETERMINING ALTITUDE IN BOUNDARY NODES
IN GRID STRUCTURES

Summary

Ddigital terrain modeling in spatial informationstgms (SIS, GIS) requires the use of adequate
data structures (TIN, GRID). The type of structisreelected in view of system requirements, aigl it
often determined by the distribution and densitynifasurement points. The use of a GRID-type
structure supports the homogenization and orgaaizaf the stored data, it limits redundancy arel th
quantity of stored information. The above solutiequires interpolation algorithms whose accuracy is
largely contingent on the location of measuremagihtp surrounding the created GRID node. The
external boundaries of the interpolated areas rfedtoundary nodes whose measurement points do
not always follow the most desirable distributicsitprn. For this reason, a number of requirements
have to be met to correctly map values at boundades. This paper proposes a solution to this
problem through the use of 2D and 3D polynomial rapination algorithms. Custom-designed
software has been developed to map boundary ndthesproposed solutions were subjected to an
accuracy analysis.

Key words: digital terrain model, polynomial approximatiorgatithms, interpolation algorithms,
regular network, GRID, boundary nodes



