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Viktor EROFEENKO 1 
Aleksandr KUTS2 
Gennady SHUSHKEVICH3 

PROPAGATION OF LOW -FREQUENCY  
ELECTROMAGNETIC WAVES ACROSS 
A MULTILAYER CYLINDRICAL SHELL 

In the paper the results of the analysis of propagation of the low-frequency elec-
tromagnetic waves across the multilayer cylindrical shell are presented. The math-
ematical model of non-local bilateral boundary conditions of multilayer cylindrical 
shells was created. These non-local bilateral boundary conditions describe the pen-
etration of low-frequency electromagnetic waves across layers of the shell. The 
method of transformation of the boundary problem to the integral Fredholm equa-
tions of the second kind was developed. Furthermore, the value of efficiency coef-
ficient of the shell was calculated. Analytical transformations are based on the 
Bessel functions.  

Keywords: Bessel function, boundary conditions, electromagnetic waves, elec-
tromagnetic field 

1. Introduction 

Controllable propagation of electromagnetic wave in a confined space 
which dimension is smaller than the incident wavelength is an interesting and 
challenging topic [1]. A new adverse environmental factor has been formed in 
recent years. This leads to decreasing the efficiency of hardware and staff [2, 3]. 
A low-frequency field affects the human especially, because biological functions 
are largely based on low-frequency rhythms [4]. That is why the creation of 
different types of screens that improves protection of technical devices, as well 
as biological effects of magnetic fields is important [5-7]. It is known that multi-
layered screens material improves the efficiency of screening [8-12]. Depending 
on the frequency of external magnetic fields, electromagnetic shielding occurs 
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through different physical mechanisms. For static and low-frequency fields, the 
most important mechanism is flux shunting due to a high magnetic permeability 
[13]. A number of publications were devoted to the development of an analytical 
approach to derive simple formulae for the shielding efficiency for different 
geometries: cubic and cylindrical shields of finite length and spheroidal shields 
[14]. Sumner et.al. [15] presented a systematic review of a theoretical treatment 
and comparison with practical realizations. The detail analysis of various shield-
ing geometries and configurations is presented by Rikitake [16].  

In the paper the analitycal analysis of electromagnetic waves propagation 
across the multilayer cylindrical shell is carried out. The aim of the paper is to 
develop the analitycal method of transformation of boundary conditions to the 
integral Fredholm equations of the second type using Bessel functions. The rela-
tion between the efficiency coefficient E and a number of layers n is also ana-
lyzed. The developed analitycal method uses average non-local bilateral bounda-
ry conditions, which describe the propagation of  low-frequency electromagnetic 
waves across the multilayer cylindrical shell. Average non-local bilateral bound-
ary conditions are related to the waves on either side of the shield. A similar 
procedure for the electromagnetic field was developed by Erofeenko et.al. [12]. 

2. Problem formulation 

The thin-wall cylindrical shell { }1 2D , , 0 2R R zρ ϕ< < < ≤ < πl  of the 

thickness 2 1h R R= −  and the height 2l  is located in the space 3R  with the per-

mittivity 0ε  and the permeability0.µ  Vector { }, , zρ ϕ  is cylindrical coordinates 

at point O (fig. 1.). The cylinder consists of n + 1 cylindrical layers 

{ }1, , 0 2s s s zρ ρ ρ ϕ+Ω < < < ≤ < πl  with the permittivity ( )sε  and the perme-

ability ( )sµ , 0,1,..., .s n=  Parameters 1s s sρ ρ+∆ = −  and 
0

n

s
s

h
=

= ∆∑ are the thick-

ness of the s-layer and thickness of shell D, respectively. 

We denote by { }1, , 0 2πR zρ ϕ−Γ = < ≤ <l  the inner surface and 

{ }2, , 0 2πR zρ ϕ+Γ = < ≤ <l  the outer surface of the shell D. We  

introduce the cylindrical surface ( ){ }1 20,5 , , 0 2π ,R R R zρ ϕΓ = = + < ∞ ≤ <  

which divides inner { }1D 0 , , 0 2πR zρ ϕ≤ < < ∞ ≤ <  and outer cylindrical 

region { }2D , , 0 2π .R zρ ϕ> < ∞ ≤ <  The surface 0 ,cΓ = Γ ΓU

{ }0 , , 0 2π ,R zρ ϕΓ = > ≤ <l  { }, , 0 2πc R zρ ϕΓ = < ≤ <l  is the median 

surface of the shell D. The primary low-frequency magnetic field 0 0H H ex= −
r r
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influences on the shell D with a circular frequency ω. The formula for magnetic 
potential is: 

0 0 0cos , const.u H Hρ ϕ= −          (1) 

Let 1u′  be the magnetic potential of secondary magnetic field at 1D , 2u′  be 

the magnetic potential of reflected magnetic field at 2D  and 0j ju u u′= +  be the 

total magnetic potential magnetic field at D ,j 1, 2.j =  Magnetic fields are de-

fined by the formulas: 

0 0H grad , H grad , 1, 2j ju u j= − = − =
r r

 (2) 

Actual magnetic fields are defined by the formulas: 

( ) ( )0 0grad Re e , grad Re ei t i t
j ju uω ω− −= − = −

r r
Η H  (3) 

where 2πfω = is the circular frequency of magnetic field.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Fig. 1. Geometry of the problem 

 
Electromagnetic fields ( ) ( )E , Hs sr r

 satisfy the Maxwell equations in the layers 

sΩ  of the shell D: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0rot E H , rot H E , ,ss s s s s s s s s

r ri iω µ ω µ µ µ µ ε ε ε= = − = =
r r r r

 (4) 
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Let us formulate the boundary problem of the magnetic field 0H
r

 and shell 

D interaction. We need to define potentials ( ) ( )2 1D Dj j ju C C′ ∈ I  for the prima-

ry potential 0u  that satisfy Laplace equation:  

0 in Dj ju′∆ =         (5) 

The boundary conditions take the form: 

0 0

0 0

2 1
2 1 ,

u u
u u

ρ ρΓ Γ
Γ Γ

∂ ∂
= =

∂ ∂
         (6) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2 2 1 1 2 2M M M MQ u Q u F u u
ρ ρ − +

− +

Γ Γ
Γ Γ

∂ ∂+ = −
∂ ∂

 (7) 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 1 2 2 2M M M Mu u F Pu P u
ρ ρ − +

− +

Γ Γ
Γ Γ

∂ ∂− = +
∂ ∂

    (8) 

where 

( ) [ ]( )
2 2

2 2 2

1
n, rot n,grad , e

u u
F u u n

z
ρρ φ

∂ ∂= = + =
∂ ∂

r r rr
 (9) 

( )0 0, / , M , , , 1, 2,j j j j j jQ i q P p i R z j zωµ ωµ ρ ϕ= = = = = < l   (10) 

Finally, the infinity conditions become: 

( ) ( )1 2M 0, when , M 0 whenru r ru r′ ′→ →∞ → →∞    (11) 

where r is the spherical coordinate of point M. 

It is noticed that bilateral boundary conditions (8) simulate the magnetic 

field 0H
r

 penetration through D. 

3. Boundary conditions 

The algorithm for calculating the coefficients ,j jp q  of boundary condi-

tions (8) is as follows. Let us consider transfer matrices for the layers :sΩ  
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( ) ( )
( ) ( )

cos sin
sin / cos

s s s s s
s

s s s s s

k iZ k
a

i k Z k
 ∆ ∆=  ∆ ∆ 

)
   (12) 

where ( ) ( )/ , , 0 arg π.s s
s s s s sZ k k kωµ ω ε µ= = ≤ <  

We can use the matrix (12) for the transformation of electromagnetic waves 
that propagated across the plane layer sΩ  with a thickness .s∆  Let us build the 

transfer matrix B
)

 for the multilayer shell D, where: 

11 12
1 1 0

21 22
n n

b bB a a a a b b−
 = =  
 

) ) ) ) )
K  (13) 

Taking into account the matrix elements ,jkb  we can define: 

( ) ( )
( ) ( )

1 22 21 2 11 21

1 11 12 2 22 12

1 , 1
1 , 1

p b b p b b
q b b q b b

= − = −
= − = − 

 (14) 

Let us transform non-local boundary conditions (6) and (8). Let us represent 
magnetic potentials of D j  in the form 0 0 0 0cos , cos , .j ju v u v v Hϕ ϕ ρ′ ′= = =  

We transfer boundary conditions (8) to the median surface cΓ  for simplify the 
model. Then we obtain: 

( )
0

0

2 1
2 1 0, 0

v v
v v

ρ ρΓ
Γ

′ ′ ∂ ∂ ′ ′− = − = ∂ ∂ 
  (15) 

( ) ( )1 1 0 2 2 0Q v v Q v v
ρ ρ

− +Γ Γ

∂ ∂′ ′+ + + =
∂ ∂

 

( ) ( ) ( )
2 2

1 0 0 2 0 0 2 12 2 2 2 2

1 1 1

c

v v v v v v v v
z zρ ρ ρ

− +
ΓΓ Γ

   ∂ ∂′ ′ ′ ′= + − − + − + −   ∂ ∂   
 (16) 

( ) ( )
2

1 2
1 1 0 12 2

1

c

v v
P v v v v

zρ ρ ρ
−Γ Γ

 ′ ∂ ∂  ∂ ′ ′− = + − + +  ∂ ∂ ∂   
 

( ) ( )
2

2 2 0 2 02 2

1
P v v v v

z ρ
+Γ

 ∂ ′ ′+ + − + ∂ 
 (17) 

Let us write the boundary conditions in the compact form: 
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( )
0

0

2 1
2 1 0, 0

v v
v v

ρ ρΓ
Γ

′ ′ ∂ ∂ ′ ′− = − = ∂ ∂ 
  (18) 

( ) ( ) ( )2 1
2 1 1 1 2 2, ,

ц

ц

v v
v v f z C f z C z

ρ ρΓ
Γ

′ ′ ∂ ∂ ′ ′− = + − = + < ∂ ∂ 
l    (19) 

where 

( )
1 2

2 2
2 21 1 2 2

1 1 22 2
,

R R

v v v v
f z R Q R Q z l

z z
ρ ρ

ρ ρ
= =

   ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂= − + + <   ∂ ∂∂ ∂   
   (20) 

( )
1 2

2 2
1 1 2 2

2 1 22 2 2 2
1 2

,
R R

v v v v
f z P P z l

R z R z
ρ ρ= =

   ′ ′ ′ ′∂ ∂= − + − <   ∂ ∂   
 (21) 

2 1

2 20 0 0
1 2 1 02 2

1

R R

v v v
C R Q R Q v

ρ ρ
ρ ρρ ρ

= =

   ∂ ∂= − + + =   ∂ ∂   
 

2
0 1 2

1 2

1
H R Q Q

R R

 
= + + 

 
 (22) 

1 2

2 2
0 0 1 2

2 1 0 2 0 02 2 2 2
1 2

1 1

R R

v v P P
C P v P v H

R Rz z
ρ ρ

ρ ρ
= =

     ∂ ∂
= − − − − = +     ∂ ∂     

 (23) 

The cylinder cΓ  of fins { }( ) , , 0 2πz Rγ ρ ϕ± = = ± = ≤ <l  must satisfy the 

requirements of energy limbs around the edgesD ( ) :γ ±  

( )
( )2

D

grad , (M) M , M Dj ju dv u u
γ ±

< ∞ = ∈∫  (24) 

This modeling technique is used in [17-20] to calculate the frequency of 
perfectly thin impermeable screens with ribs. In [12, 21-23] this technique is 
developed for thin-walled translucent screens (disc, sphere with a hole, ending 
cylinder) in the case of low-frequency of both electric and magnetic waves. Let 
consider boundary conditions (18) and (19) as basic boundary conditions for 
solution of the original problem specified by eqs. (5), (6), (8) and (11). 
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4. Transformation of boundary conditions 

Let us represent unknown functions jv′  in the integral form: 

1
1

10

( )
( ) cos( ) , 0

( )

I
v x z d R

I R

λρλ λ λ ρ
λ

∞

′ = ≤ <∫  (25) 

1
2

10

( )
( ) cos( ) ,

( )

K
v y z d R

K R

λρλ λ λ ρ
λ

∞

′ = >∫    (26) 

where ( ) ( ),x yλ λ  are unknown functions, ( ), ( )m mI R K Rλ λ  are modified Bes-

sel functions [24]. 

Substituting integrals (26) into (20), we obtain the integral representation: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

cos , 1,2,j j jf z x g y q z d j zλ λ λ λ λ λ
∞

= + = <∫ l    (27) 

where 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 1 1 1 1 1 1

g R Q I R I R I Rλ λ λ λ λ λ′= +  (28) 

( ) ( ) ( )( ) ( )2
1 2 1 2 1 2 1

q R Q K R K R K Rλ λ λ λ λ λ′= −     (29) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 1 1 22 2

2 1 2 22 2
1 11 2

1 1
,

I R K R
g P q P

I R K RR R

λ λ
λ λ λ λ

λ λ
   

= + = +   
   

 (30) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 2 1 0 20,5 , 0,5K x K x K x I x I x I x′ ′= − + = +  (31) 

Let us use the integral transformation: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2
cos , cos

π
f z f z d f f z z dzλ λ λ λ λ

∞ ∞

= =∫ ∫% %     (32) 

Let's approximate functions (20) and (21) on interval 0 :z≤ < ∞  

( ) ( ) ( )
0

, 0 cos
0,

j
j j

f z zF z F z d
z

λ λ λ
∞

 ≤ <= = < < ∞
∫

l %
l

    (33) 
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Applying the inverse integral transformation of eq. (32) to eq. (33) and con-
sidering (27), it gives: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0 0

2
cos

π

2
cos cos

π

j j

j j

F f z z dz

x g y q z z dz d

λ λ

η η η η η λ η
∞

= =

= + =

∫

∫ ∫

l

l

%

 

           ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

,j jx g y q L dη η η η λ η η
∞

= +∫      (34) 

where 

( ) ( ) ( )sin sin
, / πL

η λ η λ
λ η

η λ η λ
 − + 

= + − + 

l l
 (35) 

Let cj(z) be piecewise constant function: 

( ) { ( )
0

, 0
cos

0,
j

j j
c z

c z c q z d
z

λ λ λ
∞≤ <= =< < ∞ ∫

l

l
      (36) 

where ( ) 2sin( ) / (π ).q λ λ λ= l  

Using functions (33) and (36), we combine boundary conditions (18) and 
(19) as: 

( ) ( ) ( )2 1 1 1 , 0
R

v v F z c z z
ρ =

′ ′− = + ≤ < ∞  (37) 

( ) ( )2 1
2 2 , 0

R

v v
F z c z z

ρ
ρ ρ

=

′ ′ ∂ ∂− = + ≤ < ∞ ∂ ∂ 
   (38) 

Let us transform the solution of the problem (eqs. (3), (6), (8), (11)) to the 
solution of integral Fredholm equations of the second kind, with boundary con-
ditions (38). Functions (26), (32) and (34) occurring in eq. (38) are written in the 
form of Fourier integrals (32). Applying the inverse integral transform to the eq. 
(38), we obtain: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1y x F c qλ λ λ λ− = +%      (39) 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1 1
2 2

1 1

K R I R
y x F c q

K R I R

λ λ
λ λ λ λ λ

λ λ
′ ′ 

− = +  
 

%   (40) 

Let us solve set of eqs. (39) and (40) in variables ( ) ( ), .x yλ λ  It gives: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1
1 2 1 2

1 1

1 1
1 2 1 2

1 1

K R K R
x R F F Rq C C

K R K R

I R I R
y R F F Rq C C

I R I R

λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ

λ λ
λ λ λ λ λ λ

λ λ

′ ′   
= − + −       

   

′ ′   

= − + −       ′     

% %

% %

   (41) 

Substituting integrals (34) in (41), we obtain set of integral Fredholm equa-
tions of the second kind: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 1
1 2 1 2

1 10

1
1 2

1

1 1
1 2 1 2

1 10

1
1

1

,

,

K R K R
x R x g g y q q

K R K R

K R
L d Rq C C

K R

I R I R
y R x g g y q q

I R I R

I R
L d Rq C

I R

λ λ
λ η λ η η η λ η η

λ λ
λ

λ η η λ λ
λ
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Let us multiply eq. (42) by a factor exp( / 4).hλ−  We introduce dimension-

less variables of integration ,Rλ λ=  Rη η=  and unknown functions: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
0

2
0

/ exp / 4

/ exp / 4

x x R h R H R

y y R h R H R

λ λ λ

λ λ λ

= −

= −
 (43) 

The set of dimensionless equations is defined by: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

11 12
0

21 22
0

, , , 0

, , , 0

x K x K y d f

y K x K y d g
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∞


+ + = ≤ < ∞ 



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where  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

11 12
1
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K

K g g h L
K

λ
λ η η λ η η λ λ η

λ

 ′
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 
 

 (45) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )1

12 12
1
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K

K q q h L
K

λ
λ η η λ η η λ λ η

λ
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 
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( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1 1 1g Q I R I R Iλ λ λ λ λ λ′= +     (51) 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 1 2 1q Q K R K R Kλ λ λ λ λ λ′= −  (52) 
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1 1
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( ) ( ) ( )
( )

2 1 22 2
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1
P K R

q R
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( ) ( ) ( )sin sin
, / πL

η λ η λ
λ η

η λ η λ

 − +
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 − +
 
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where 

/ , / , / , / , , ,j j j j j jh h R R R R R R Q Q R P P R= ∆ = ∆ = = = =l l   

1 1 2 1 2 2 1 1 2 2/ , / / .C Q Q R R C P R P R= + + ∆ = +  

5. Calculation of a screening coefficient 

Let us calculate the magnetic field at the center of shell D at the point O. 
We obtain 

( )
( ) ( )( )( )01 1 0 00

00 10

1
H grad e e 1 e

2
z x x xz

x
u H d H L x

I Rρρ

λ λ
λ λ
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∞

==
==

= − = − − = − +∫
r r r r

  

 (56) 

where  

( )( ) ( )
( ) ( )

10

1
exp / 4

2

x
L x h d

I

λ λ
λ λ λ

λ

∞

= ∫  (57) 

The screening coefficient at the center of cylindrical shell is 

( )( )1 0 0
0

H / H 1e zK L x
ρ

λ=
=

= = +
r r

  (58) 

The efficiency coefficient of the shell is defined as 

1/ eE K=    (59) 

Considering the integral on finite the interval of integration from O to A 
and applying the Simpson generalized quadrature formula of fourth-order accu-
racy to the set of integral Fredholm eq. (44) let's transform the set of integral 
Fredholm equations into a set of linear algebraic equations [22, 25]: 
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    (60) 

 

where 11
11 ( , ),nk n kK K λ λ=  12

12 ( , ),nk n kK K λ λ=  21
21 ( , ),nk n kK K λ λ=  

22
22 ( , ),nk n kK K λ λ=   1 ( ),n nf f λ=   1 ( ),n ng g λ=   , / ,n nh h A Nλ = =   

where N is an even number, kА  are weighting coefficients calculated by the 
formulas: 

0 / 3,NA A h= =   2 2 / 3,jA h=   2 1 4 / 3,jA h+ =   1,2, ..., / 2 1j N= −  (61) 

The solution of the set of eq. (60) 0 , 0 , 0, 1, ..., ,n nx y n N=  are taken as 

approximate solution of the set of integral eq. (44) in the points .nλ  Calculations 

showed that to obtain solutions of the set of eq. (60) with accuracy of 310− for 
considered parameters of the problem we need 8, 0,01.A h= =  Input parame-
ters for the computational experiment: 2n m=  is a number of layers, where 
m = 20 is a number of pairs of layers; 1 3 1... /n sumh m−∆ = ∆ = = ∆ =  are thick-

nesses of magnetic layers, where 44,8 10sumh m−= ⋅  is a total thickness of magnet-

ic layer; 2 4 1... n α∆ = ∆ = = ∆ = ∆  are thicknesses of nonmagnetic layers, where 

0,125; 0,25; 0,5;α =  (1) (3) ( 1) 4
r ... 10n

r rµ µ µ −= = = =  are relative permeabilities of 

magnetic layers; (1) (3) ( 1)
1 0... /n

r r r iε ε ε γ ωε−= = = =  are relative permittivities of 

magnetic layers, where 7
1 10 S/m;γ =  (2) (4) ( )... 1n

r r rµ µ µ= = = =  are relative per-

meabilities of nonmagnetic layers; (2) (4) ( )
2 0... /n

r r r iε ε ε γ ωε= = = =  are relative 

permittivities of nonmagnetic layers, where 7
2 6 10 S/m;γ = ⋅  0,5 m=l  is half-

length of the cylinder; 2
1 1,1 10 mR −= ⋅  is an inner radius of the cylinder; 

3
0 10 m−∆ =  is thickness of nonmagnetic null layer; (0) 1rµ =  is relative permea-

bility of nonmagnetic null layer; (0)
2 0/ ( )r iε γ ωε=  is relative permittivity of 

nonmagnetic null layer. Figures 2. and 3. show the relation between the efficien-
cy coefficient E and a number of layers n for some frequencies of magnetic field.  
 



Propagation of low-frequency electromagnetic waves across… 479 

 
Fig. 2. The relation between the efficiency coefficient E and  
a number of layers n, f = 200 Hz 

 

 
Fig. 3. The relation between the efficiency coefficient E and  
a number of layers n, f = 500 Hz  

 

6. Conclusions 

The mathematical model of non-local bilateral boundary conditions of mul-
tilayer finite cylindrical shells was built. These non-local bilateral boundary 
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conditions describe the propagation of a low-frequency electromagnetic field 
across layers of the shell. The method of transformation of the boundary condi-
tions to the set of integral Fredholm equations of the second kind was presented. 
Analytical transformations are based on the Bessel functions. The value of the 
efficiency coefficient of the shell was also calculated. The results showed that 
the efficiency coefficient increases with a number of layers for all values of fre-
quencies of magnetic field. The results of mathematic simulation can be used in 
multilayer shell manufacturing technology.  
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PRZENIKALNO ŚĆ FAL ELEKTROMAGNETYCZNYCH 
O NISKIEJ CZ ĘSTOTLIWO ŚCI PRZEZ WIELOWARSTWOW Ą  
POWŁOK Ę WALCOW Ą 

S t r e s z c z e n i e  

W artykule przedstawiono wyniki analizy przenikania fal elektromagnetycznych o niskiej 
częstotliwości przez wielowarstwową powłokę walcową. Zbudowano model matematyczny nielo-
kalnych dwustronnych warunków brzegowych wielowarstwowych powłok walcowych. Te dwu-
stronne nielokalne warunki brzegowe opisują przenikanie pola elektromagnetycznego o niskiej 
częstotliwości przez warstwy powłoki. Opracowano sposób przekształcania równań brzegowych 
do całkowych równań Fredholma drugiego rodzaju. Ponadto obliczono wartość współczynnika 
sprawności powłoki. Do przekształceń analitycznych wykorzystano funkcje Bessela. 

Słowa kluczowe: funkcja Bessela, warunki brzegowe, fale elektromagnetyczne, pole elektroma-
gnetyczne 
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WYMIENNIKOWY ZASOBNIK CIEPŁA  
W MIKROKOGENERACJI 

Artykuł przedstawia wyniki eksperymentalne okresowego badania efektów pracy 
wolno stojącego wymiennika z węŜownicą spiralną jako zasobnika ciepła w insta-
lacji kogeneracji opartej na małej jednostce kogeneracyjnej GECC60A2N firmy 
AISIN. Zasobnik jako bufor ciepła ma zapewnić moŜliwość dostarczenia czynnika 
grzewczego do odbiorcy przy chwilowym poborze większym niŜ wydajność źródła 
ciepła. Czasowy okres badań instalacji mikrokogeneracji wyznaczało rozpoczęcie 
ładowania zasobnika, a zakończenie badań to włączenie zewnętrzne chłodzenia 
kogeneratora. Otrzymane wartości pomiarów mocy cieplnej kogeneratora zasilają-
cego zasobnik w ciepło mają tendencję spadkową, dochodzącą do 60% początko-
wej mocy. 

Słowa kluczowe: kogeneracja, mikro CHP, zasobnik ciepła 

1. Wprowadzenie 

Kogeneracja jest jednoczesnym wytwarzaniem energii elektrycznej i ciepła, 
przy czym energia cieplna jest odzyskiwana do celów grzewczych lub technolo-
gicznych. Jednoczesne wytwarzanie ciepła i energii elektrycznej zapewnia lep-
sze wykorzystanie paliwa pierwotnego, zmniejszając negatywne oddziaływanie 
na środowisko. Wpływa równieŜ korzystnie na wynik ekonomiczny inwestycji. 
Mikrokogeneracyjny system (mikro CHP) wytwarza ciepło i energię elektrycz-
ną, głównie za pomocą tłokowego silnika spalinowego, od którego ciepło grzej-
ne jest pobierane z systemu chłodzenia silnika i z gazów wylotowych odpływa-
jących z silnika, do wykorzystania na potrzeby grzewcze, głównie w budynkach 
mieszkalnych. Mikro CHP moŜe pracować ze stałą mocą elektryczną, nie wy-
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stępuje teŜ wpływ odprowadzania ciepła grzejnego na wytwarzaną moc elek-
tryczną. Powoduje to, Ŝe sprawność energetyczną całego układu moŜna obliczać 
tylko z uwzględnieniem obydwu efektów energetycznych [3]. 

Ideą zbiorników akumulacyjnych jest magazynowanie nadwyŜek energii 
cieplnej związanych z okresowym, zmiennym zapotrzebowaniem na ciepło. 
Energia, która powstała w procesie spalania paliwa w kogeneratorze, jest aku-
mulowana przez czynnik grzewczy (zazwyczaj wodę), zapewniający jej później-
sze wykorzystanie. W wymiennikowym zasobniku ciepła woda jest ogrzewana 
przez czynnik grzewczy przepływający węŜownicą spiralną umiejscowioną  
w zbiorniku akumulacyjnym, stopniowo ładując ciepłem zbiornik przez przeni-
kanie ciepła. Zaletą akumulacji, w porównaniu z układem niezawierającym 
zbiornika akumulacyjnego, jest racjonalne wykorzystanie energii paliwa  
i w związku z tym oszczędność paliwa, jak i moŜliwość zmniejszenia projekto-
wanej mocy cieplnej planowanego źródła w stosunku do zapotrzebowania (lub 
zwiększenia o tyle samo mocy cieplnej źródła istniejącego). 

Niniejszy artykuł jest próbą odpowiedzi na pytanie o spodziewane efekty 
współpracy mikrokogeneratora z zasobnikiem ciepła podczas braku odbioru 
ciepła od zasobnika na zewnątrz układu. 

2. Charakterystyka układu 

W Laboratorium Energii Słonecznej i Energii Cieplnej Otoczenia Katedry 
Termodynamiki i Mechaniki Płynów Wydziału Budowy Maszyn i Lotnictwa 
Politechniki Rzeszowskiej kogenerator jest częścią większego układu, obejmu-
jącego fototermiczne kolektory solarne, średniookresowy akumulator ciepła oraz 
dwie pompy ciepła: spręŜarkową i absorpcyjną. Funkcjonowanie poszczegól-
nych urządzeń jest powiązane uwarunkowaniami wynikającymi ze struktury 
układu odbioru ciepła, dlatego pracują one pod kontrolą nadrzędnego układu 
sterowania automatycznego, spełniającego równieŜ zadania akwizycji i prezen-
tacji danych pomiarowych. Zastosowaną w układzie jednostką jest mikrokoge-
nerator GECC60A2N firmy AISIN (rys. 1.) o mocy elektrycznej 6 kW i mocy 
cieplnej 11,7 kW. Jest on wyposaŜony w trzycylindrowy silnik z rozrządem 
OHV o pojemności 952 cm3, spalający gaz ziemny w postaci ubogiej mieszanki 
z powietrzem (ang. lean-burn). Pozostałe dane techniczne od producenta podano 
w tab. 1. 

Silnik napędza trójfazowy generator synchroniczny, z którego prąd jest pro-
stowany, a następnie kierowany do falownika dostosowującego parametry wy-
tworzonej energii elektrycznej do wymagań sieci i zapewniającego synchroniza-
cję umoŜliwiającą włączenie kogeneratora w instalację elektryczną budynku. 
Kogenerator jest posadowiony na tarasie budynku laboratorium i spaliny są od-
prowadzane bezpośrednio do otoczenia. Na wyjściu z kogeneratora wartość 
napięcia posiada parametry stosowane w japońskim standardzie sieci niskiego 
napięcia, czyli 100/200 V, dostarczane przy uŜyciu 3 przewodów. Dyktuje to 
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konieczność zastosowania dodatkowego zewnętrznego transformatora. Zinte-
growany układ sterowania pozwala jednostce na pracę z ułamkiem mocy nomi-
nalnej kierowaną do odbiorników w obwodzie wydzielonym, natomiast chłodni-
ca wentylatorowa uniezaleŜnia wytwarzanie energii elektrycznej od aktualnego 
zapotrzebowania na ciepło. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Rys. 1. Kogenerator GECC60A2N firmy AISIN  

Fig. 1. AISIN GECC60A2N cogeneration system 

Tabela 1. Fabryczne dane techniczne kogeneratora GECC60A2N (na podstawie [1]) 

Table 1. Technical specification of the GECC60A2N cogeneration system (on the basis of [1]) 

Firma AISIN 
Model GECC60A2N 
Moc elektryczna 6 kW 
Moc cieplna 11,7 kW 
Temperatura nośnika ciepła 60-65°C 
Strumień energii chemicznej paliwa 20,8 kW 
Rodzaj paliwa gaz ziemny 
Silnik spalinowy pionowy, 4-suwowy, 3-cylindrowy, mieszanka uboga 

(ang. lean-burn) 
Pojemność silnika spalinowego 952 cm3 

Znamionowa prędkość obrotowa 
silnika spalinowego 

1600-1800 obr./min 

Prądnica synchroniczna, 16-polowa, na magnesach trwałych 
Sprawność elektryczna 28,8% 
Sprawność cieplna 56,2% (60-65°C) 
EUF 85% 
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Ciepło jest odbierane w wymienniku spaliny–chłodziwo oraz płaszczu sil-
nika, a następnie w kolejnym wymienniku oddawane do czynnika roboczego, 
który stanowi płyn termalny na bazie 40% roztworu glikolu propylenowego. 
Glikol jest kierowany do rur w kształcie węŜownic spiralnych umieszczonych 
wewnątrz zasobnika ciepła, oddając ciepło na sposób przenikania przez ścianki 
rur do wody zasobnika.  

Przyłącze elektryczne do instalacji budynku jest zrealizowane za pomocą 
transformatora oraz skrzynki przyłączeniowej zawierającej elementy zabezpie-
czające i sygnalizacyjne. Ponadto zastosowano dwa liczniki energii elektrycznej, 
z których jeden mierzy energię zwracaną przez kogenerator do sieci, natomiast 
drugi energię pobieraną do napędu pomp obiegowych roztworu glikolu. 

Sterowanie pracą kogeneratora odbywa się z uwzględnieniem zapotrzebo-
wania na ciepło. PoniewaŜ nie jest moŜliwa regulacja mocy cieplnej jednostki, 
ma ono charakter dwustanowy. Decyzja o włączeniu kogeneratora zostaje podję-
ta na podstawie wartości temperatur w zasobniku CWU (T5) (rys. 2.), zasobniku 
wody kotłowej oraz linii powrotu instalacji CO budynku. Dzięki zaworowi trój-
drogowemu (Z) jest realizowany priorytet CWU. Włączony kogenerator pracuje 
cały czas z nominalną mocą elektryczną równą 6 kW, a cała wytworzona energia 
elektryczna jest zuŜywana na potrzeby budynku. 
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Rys. 2. Schemat instalacji mikrokogeneratora 

Fig. 2. Schema of microcogeneration installation 
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Rys. 3. Podgrzewacz UNO/2 500 firmy De Dietrich  

Fig. 3. Hot water tank UNO/2 500 of the De Dietrich 
company  

Włączanie i wyłączanie kogeneratora oraz obrotów głowicy zaworu trój-
drogowego (Z) odbywa się za pośrednictwem przekaźników karty wyjść dwu-
stanowych jednostki Keithley 3706 pełniącej w układzie rolę zarówno multime-
tru, jak i sterownika. W skali całej instalacji Laboratorium sterownik obsługuje 
kilkadziesiąt wejść (głównie termometry oporowe) oraz kilkanaście wyjść steru-
jących pracą pomp i zaworów. Przez magistralę USB jest podłączony do kompu-
tera, na którym pracuje program odpowiedzialny za podejmowanie decyzji ste-
rujących na podstawie danych wejściowych oraz akwizycję i prezentację wyni-
ków pomiarów. Część danych charakteryzujących pracę układu CHP jest uzy-
skiwana dzięki podłączeniu jej wewnętrznego sterownika do portu szeregowego 
RS232 komputera. PoniewaŜ wśród tych parametrów nie ma informacji o wy-
datku roztworu glikolu, zastosowano dodatkowo licznik ciepła (V) Kamstrup 
MULTICAL 402 włączony tak, aby mierzyć ciepło oddane do zasobnika CWU 
(czujniki temperatury T2 i T3 na rys. 2.). Istotną zaletą licznika jest moŜliwość 
odrębnego odczytu wartości wielkości mierzonych bezpośrednio: wydatku obję-
tościowego czynnika oraz temperatur zasilania i powrotu. 

Zasobnik ciepła stanowi podgrzewacz solarny typu UNO/2 500 firmy De 
Dietrich (rys. 3.), będący stalowym zbiornikiem o pojemności 500 litrów. Zbior-
nik jest pokryty od wewnątrz emalią w celu ochrony zasobnika przed korozją  
i zachowania jakości wody. Na zewnątrz zasobnik jest izolowany bezfreonową 
pianką poliuretanową o grubości 50 mm. 

Wewnątrz zbiornika są dwa wymienniki ciepła: jeden w górnej części,  
o pojemności 10,9 litra i powierzchni grzewczej 1,5 m2, drugi zaś w dolnej czę-
ści zbiornika, o pojemności 4,9 litra i powierzchni grzewczej 0,72 m2 [2]. Wy-
mienniki wykonano z gładkiej rury z powierzchnią od strony wody uŜytkowej 
pokrytą emalią. Są ukształtowane spiralnie oraz połączone ze sobą w szereg.  
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3. Wyniki pomiarów  

Czasowy okres badań instalacji mikrokogeneracji (170 min) wyznaczało 
uruchomienie kogeneratora i rozpoczęcie ładowania zasobnika, a zakończenie 
badań to włączenie zewnętrzne chłodzenia kogeneratora. Ciepło od zasobnika 
nie było odbierane (na zewnątrz), temperatura wody w zasobniku rosła od po-
czątkowej 23oC do końcowej 65oC (rys. 4.). 
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Rys. 4. Rozkład temperatury w zasobniku ciepła w funkcji czasu 

Fig. 4. The temperature distribution in the heat storage tank as a function of time 

Na rysunku 4. pokazano osiem miejsc pomiaru temperatury wody termopa-
rą (co 10 min). Przeprowadza się pomiar zewnętrznej powierzchni zbiornika 
przez wykonane w izolacji otwory. Pokazano początkowy i końcowy rozkład 
temperatury oraz dwa stany pośrednie dla czasu 30 i 90 min. Tak przeprowadzo-
ny pomiar temperatury odzwierciedla raczej układ temperatury warstw wody  
w funkcji wysokości stojącego zasobnika. Widoczne jest niedogrzanie dolnej 
części, gdy wymiennik dolny ma mniejszą powierzchnię wymiany ciepła w po-
równaniu z wymiennikiem w części górnej. 

Moc cieplną kogeneratora określono za pomocą wzoru 

( )2 3Q m c T T= ⋅ ⋅ −& &  (1) 

gdzie: m& – strumień glikolu [kg/s], c – ciepło właściwe glikolu [kJ/(kg·K)], T2, 
T3 – temperatura glikolu w miejscu zasilania i powrotu z zasobnika ciepła [°C]. 
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Zmianę mocy cieplnej kogeneratora w czasie pomiaru pokazano na rys. 5. 
Pomiary mocy wykonywano co minutę, od momentu włączenia kogeneratora, 
stąd zerowe wskazania początkowe, gdyŜ kogenerator uruchamia się w 6. min 
i od tego czasu wzrasta moc cieplna, osiągając maksimum po 60. min pracy. 
Średnia sprawność całkowita (EUF) kogeneratora w okresie pomiarów (170 
min), według pracy [3], została określona ze wzoru: 

el

d

E Q
EUF

PW

+=  (2) 

gdzie: Eel – ilość energii elektrycznej wyprodukowanej w okresie pomiarów,  
Q – ilość ciepła wyprodukowanego w okresie pomiarów, jako 

,i i
i

Q Q t= ⋅∑ &  iQ&  – średnia wartość mocy cieplnej kolejnych pomiarów dla cza-

su ti = 10 min, P – ilość spalonego paliwa gazowego, Wd – wartość opałowa 
gazu ziemnego; Wd = 31 MJ/m3. 
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Rys. 5. Zmiana mocy cieplnej i sprawności całkowitej kogeneratora  

Fig. 5. Changing the thermal power and total efficiency of the cogenerator 

Obliczoną zmianę sprawności całkowitej kogeneratora aproksymowano 
wielomianem EUF = 0,6124 + 0,0024t – 1,154⋅10–5t2, co ukazuje linia przery-
wana na rys. 5. Zmiana sprawności jest spowodowana zmniejszającą się mocą 
cieplną kogeneratora, gdyŜ moc elektryczna kogeneratora przekazywana do sieci 
energetycznej pozostaje stała. 
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4. Podsumowanie 

Wykonano pomiary mocy cieplnej i sprawności całkowitej kogeneratora 
podczas ładowania zasobnika, od którego nie odbierano ciepła na zewnątrz. 
Obliczona z pomiarów maksymalna całkowita sprawność kogeneratora jest oko-
ło 12% niŜsza niŜ maksymalna sprawność całkowita deklarowana przez produ-
centa. Otrzymane wartości pomiarów mocy cieplnej kogeneratora zasilającego 
zasobnik w ciepło, od którego nie odbierano ciepła na zewnątrz, mają tendencję 
spadkową, dochodzącą do 60% początkowej mocy, co jest spowodowane wzro-
stem temperatury wody w zasobniku. 
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ANALIZA KINEMATYKI MANIPULATORA  
O PIĘCIU STOPNIACH SWOBODY 

W artykule przestawiono analizę kinematyki manipulatora o pięciu stopniach swo-
body na przykładzie jednostki kinematycznej robota manipulacyjnego Scorbot-ER 
4pc. Do opisu kinematyki układu zastosowano notację Denavita-Hartenberga. 
Przyjęto schemat kinematyki manipulatora i podano parametry opisujące układ. 
Zapisano odpowiednie macierze transformacji, które zastosowano w dalszej anali-
zie. Wyznaczono jakobian analityczny manipulatora oraz jakobian geometryczny 
w ciele i przeprowadzono analizę osobliwości. Są to takie konfiguracje manipula-
tora, w których wyznaczenie rozwiązania zadania odwrotnego kinematyki jest 
znacznie utrudnione, a przy zastosowaniu klasycznych metod – niemoŜliwe. Dla-
tego znajomość konfiguracji osobliwych jest niezbędna w celu poprawnego pla-
nowania i generowania trajektorii manipulatora. Zaprezentowana metodyka jest 
uniwersalna i moŜe być stosowana do analizy kinematyki manipulatorów o innej 
strukturze kinematycznej niŜ zaprezentowana w niniejszej pracy. 

Słowa kluczowe: jakobian, konfiguracje osobliwe, notacja Denavita-Hartenberga 

1. Wprowadzenie 

Analizę kinematyki manipulatora przeprowadza się w celu uzyskania opisu 
właściwości ruchowych układu, które mogą być wykorzystane w planowaniu 
trajektorii ruchu oraz jej realizacji, czyli sterowaniu [1, 2]. Analiza kinematyki 
umoŜliwia równieŜ określenie charakterystycznych dla danego manipulatora 
tzw. jakobianów, które stosuje się np. do obliczenia wpływu sił i momentów 
zewnętrznych działających na końcówkę manipulatora na siły i momenty  
w przegubach. Jakobiany mogą być teŜ uŜyte do uzyskania informacji o tzw. 
konfiguracjach osobliwych, czyli ustawieniach łańcucha kinematycznego, któ-
rych naleŜy unikać na etapie planowania trajektorii, ze względu na niejedno-
znaczne rozwiązania zadania odwrotnego kinematyki.  

W artykule dokonano analizy kinematyki manipulatora robota Scorbot-ER 
4pc. Jednostka kinematyczna robota to czteroczłonowy manipulator o pięciu  
 

                                                           
1 Autor do korespondencji/corresponding author: Piotr Gierlak, Politechnika Rzeszowska, al. 

Powstańców Warszawy 8, 35-959 Rzeszów, tel.: (17) 8651854, e-mail: pgierlak@prz.edu.pl  
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stopniach swobody – z moŜliwością jednoczesnego wykonywania obrotów 
ostatniego członu wokół dwóch prostopadłych osi. Ramię manipulatora o trzech 
stopniach swobody ma strukturę kinematyczną antropomorficzną (stawową) [3]. 
Na końcu ramienia jest dołączona tzw. kiść o dwóch stopniach swobody. For-
malnie wygodnie jest przyjąć, Ŝe manipulator jest pięcioczłonowy, natomiast 
czwarty człon manipulatora ma zerową długość i masę. 

2. Przekształcenia jednorodne 

Do opisu kinematyki manipulatora zastosowano notację Denavita- 
-Hartenberga (D-H) [4-6]. Na schemacie kinematycznym (rys. 1.) przyjętym 
zgodnie z notacją, wprowadzono lokalne układy odniesienia związane z kolej-
nymi członami i określono parametry kinematyczne charakteryzujące układ.  
W notacji D-H wprowadza się tzw. macierz przekształcenia jednorodnego [4-6] 

-1,
i
iA  która przekształca współrzędne wybranego punktu z układu i-tego do  

(i – 1). Jest ona wynikiem czterech przekształceń „podstawowych” [6], co zapi-
sano jako: 

-1 , , , ,= =
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 (1) 

gdzie: sθi = sinθi, cθi = cosθi, sαi = sinαi, cαi = cosαi, Rotz,θi – macierz rotacji o kąt 
θi wokół osi z, Transz,di – macierz translacji o di wzdłuŜ osi z, Transx,ai – ma-
cierz translacji o ai wzdłuŜ osi x, Rotx,αi – macierz rotacji o kąt αi wokół osi x. 

Rotacje i translacje są rozumiane jako rotacje i translacje układu  
i-tego względem (i – 1). Ogniwo i-te łańcucha kinematycznego jest charaktery-
zowane przez cztery parametry: ai – długość członu, αi – skręcenie członu,  
di – odsunięcie przegubu, θi – kąt obrotu przegubu. Parametry manipulatora  
w ujęciu notacji D-H zestawiono w tab. 1. 
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Rys. 1. Struktura kinematyczna manipulatora Scorbot-ER 4pc 

Fig. 1. Kinematic structure of the Scorbot-ER 4pc manipulator 

Tabela 1. Parametry kinematyczne manipulatora Scorbot-ER 4pc 

Table 1. Kinematics parameters of the Scorbot-ER 4pc manipulator 

Nr ogniwa ai αi di θi 

1 l1 π/2 d1 θ1 

2 l2 0 0 θ2 

3 l3 0 0 θ3 

4 0 π/2 0 π/2+θ4 

5 0 0 d5 θ5 

 
Macierze przekształceń jednorodnych mają następujące postacie: 
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Do wyznaczenia jakobianu analitycznego i geometrycznego potrzebna jest 
znajomość macierzy transformacji układu j-tego do (i – 1) [7]: 
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gdzie: 3×3
-1
j
i ∈ℜR  – macierz rotacji układu j-tego względem (i – 1), 3

-1
j
i ∈ℜp   

– wektor translacji układu j-tego względem (i – 1). 

3. Jakobian analityczny 

W wielu aspektach robotyki, takich jak modelowanie, planowanie ruchu  
i sterowanie manipulatorem [2] stosuje się tzw. macierz jakobianową, nazywaną 
jakobianem (w robotyce nie utoŜsamia się jej z wyznacznikiem macierzy jako-
bianowej, jak to ma miejsce w matematyce). W literaturze zdefiniowano kilka 
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rodzajów jakobianów [6-8]. W tym rozdziale zostanie przedstawiony jakobian 
analityczny, natomiast w kolejnym – jakobian geometryczny w ciele. 

Do wyznaczenia jakobianu analitycznego wykorzystuje się tzw. funkcję ki-
nematyki, która wynika ze związku pomiędzy współrzędnymi konfiguracyjnymi 
(przegubowymi) a współrzędnymi zadaniowymi związanymi z przestrzenią ro-
boczą (zadaniową). Współrzędne zadaniowe y mogą być wybrane np. tak, aby 
określały pozycję i orientację końcówki roboczej w przestrzeni zadaniowej  
w funkcji współrzędnych konfiguracyjnych: 

( )= m∈ℜy k q  (9) 

gdzie: k(q) – tzw. funkcja kinematyki, n∈ℜq  – wektor współrzędnych konfi-
guracyjnych, n – wymiar przestrzeni konfiguracyjnej manipulatora, m – wymiar 
przestrzeni zadaniowej manipulatora. 

Wybór współrzędnych zadaniowych y do reprezentacji kinematyki ma 
istotny wpływ na złoŜoność reprezentacji kinematyki [7].  

ZaleŜność pomiędzy prędkościami przegubowymi i prędkościami w prze-
strzeni zadaniowej jest określona za pomocą jakobianu analitycznego, co zapi-
sano następująco: 

( ) ,a=y J q q&&     ( ) ( )
=a m n×∂
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k q
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q

 (10) 

gdzie: n∈ℜq&  – wektor prędkości przegubowych, m∈ℜy&  – prędkość we 
współrzędnych zadaniowych, Ja(q) – macierz jakobianowa reprezentacji kine-
matyki manipulatora we współrzędnych, nazywana jakobianem analitycznym 
manipulatora. 

Do wyznaczenia jakobianu analitycznego zastosowano jeden z moŜliwych 
sposobów, przedstawiony m.in. w pracach [6, 7]. Jakobian analityczny  

n-członowego manipulatora składa się z kolumn ,a
iJ  i = 1, 2,…, n, czyli: 

( ) 1= ... ...a a a a
i n

 
 J q J J J  (11) 

gdzie kolumnę a
iJ  określa się jako: 

( )-1 -1
0 3 0 0

-1
0 3

=
i n i

kola
i

i
kol

 × −
 
  

R p p
J

R
 (12) 

w przypadku gdy przegub i-ty jest obrotowy lub 
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-1
0 3=
i

a kol
i

 
 
 

R
J

0
 (13) 

w przypadku gdy przegub i-ty jest pryzmatyczny.  
Elementy wzorów (12) i (13) wyznacza się na podstawie macierzy trans-

formacji (8). Symbolem -1
0 3
i

kolR  oznaczono trzecią kolumnę macierzy rotacji. 
W przypadku rozwaŜanego manipulatora przyjęto 6-wymiarową przestrzeń 

zadaniową, w której współrzędne y = [y1 y2 y3 y4 y5 y6]
T opisują pozycję (trzy 

pierwsze elementy) i orientację (trzy ostatnie elementy) końcówki roboczej 
względem osi układu bazowego. Ze względu na specyficzny sposób pomiaru 
kątów obrotu członów manipulatora robota Scorbot-ER 4pc przyjęto nowy wek-
tor współrzędnych konfiguracyjnych: 

1 1

2 2

3 2 3

4 2 3 4

5 5

= =

q

q

q

q

q

θ
θ

θ θ
θ θ θ

θ

   
   
   
   +
   + +   
      

q  (14) 

Specyfika pomiaru kątów obrotu członu 3. i 4. polega na tym, Ŝe kąty obro-
tu tych członów nie są odmierzane względem osi xi członów poprzedzających, 
lecz względem poziomej płaszczyzny x0y0 układu bazowego. Jakobian anali-
tyczny wyprowadzony z zastosowaniem zaleŜności (8) oraz (11)-(13) we współ-
rzędnych qi ma postać: 

( )

( )
( )

1 2 2 3 3 5 4 1 2 2 1 3 3 1 5 4 1

1 2 2 3 3 5 4 1 2 2 1 3 3 1 5 4 1

2 2 3 3 5 4

1 4 1

1 4 1

4
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+ + + 0

0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0 0 s

a

l l c l c d c s l s c l s c d s c

l l c l c d c c l s s l s s d s s

l c l c d c y

xs c c

c c s

 − − − −
 − − − 
  ∆=  

∆ 
 −
 
  

J q   

 (15) 
gdzie: si = sinqi, ci = cosqi. 

Jakobian analityczny Ja(q) znajduje zastosowanie w praktycznych aplika-
cjach do obliczania wpływu sił i momentów występujących w końcówce mani-
pulatora, określonych w układzie globalnym, na momenty w przegubach. Jeśli 
siły i momenty są mierzone za pomocą czujnika umieszczonego w końcówce 
manipulatora, to są one wyraŜone w lokalnym układzie czujnika. Wówczas,  
w celu przeliczenia sił i momentów z miejsca pomiaru do przegubów manipula-
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tora, redukuje się zmierzony wektor sił i momentów do układu końcówki  
i wyraŜa się go w układzie globalnym, a następnie stosuje się jakobian anali-
tyczny. Innym rozwiązaniem jest zastosowanie jakobianu geometrycznego  
w ciele. 

4. Jakobian geometryczny w ciele 

W celu poprawnego obliczenia wpływu sił i momentów wyraŜonych np.  
w układzie czujnika siły umieszczonego w końcówce na siły i momenty w prze-
gubach manipulatora moŜna określić jakobian geometryczny w układzie ciała 
Jb(q), zwany krótko jakobianem geometrycznym w ciele [7]. 

MoŜliwy sposób wyznaczania jakobianu geometrycznego w ciele manipula-
tora n-członowego przedstawiono w pracy [7]. Jakobian taki składa się z kolumn 

b
iJ , i = 1, 2,…, n, czyli: 

( ) 1= ... ...b b b b
i n

 
 J q J J J  (16) 

gdzie kolumnę b
iJ  definiuje się następująco: 
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R R p
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w przypadku gdy przegub i-ty jest obrotowy lub 

-1 3 = 
nT
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i

  
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  

R
J

0
 (18) 

w przypadku gdy przegub i-ty jest pryzmatyczny.  

Jakobian geometryczny w ciele wyprowadzony z zastosowaniem zaleŜności 
(8) oraz (16)-(18) we współrzędnych qi ma postać: 
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gdzie: = sin( ),ij i js q q−%  = cos( ).ij i jc q q−%  
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5. Konfiguracje osobliwe 

W zagadnieniach planowania trajektorii ruchu manipulatora istotnym za-
gadnieniem jest wyznaczenie konfiguracji osobliwych [3, 7, 9]. Z praktycznego 
punktu widzenia występowanie takich konfiguracji znacznie utrudnia rozwiązy-
wanie zadania odwrotnego kinematyki, gdyŜ konieczne jest wówczas stosowanie 
złoŜonych metod matematycznych. W celu wyznaczenia konfiguracji osobli-
wych dokonuje się analizy jakobianu, przy czym analizując jakobian analitycz-
ny, moŜna wyznaczyć konfiguracje osobliwe manipulatora, natomiast analizując 
jakobian geometryczny, moŜna wyznaczyć równieŜ osobliwości reprezentacji 
kinematyki [7]. Jeśli liczba stopni swobody manipulatora jest mniejsza niŜ wy-
miar przestrzeni zadaniowej – tak jest w przypadku rozwaŜanego manipulatora, 
to zgodnie z teorią wszystkie jego konfiguracje są osobliwe. 

Gdyby jakobian był macierzą kwadratową, wystarczyłoby obliczyć jego 
wyznacznik i wyznaczyć zbiór konfiguracji osobliwych, przyrównując wy-
znacznik jakobianu do zera. Przedstawione jakobiany manipulatora nie są ma-
cierzami kwadratowymi, dlatego w celu wyznaczenia konfiguracji osobliwych 
określa się zestaw minorów stopnia 5. kaŜdego jakobianu i poszukuje się konfi-
guracji, w których będą one równe zeru. Zestaw minorów stopnia 5. jakobianu 
analitycznego to: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

2 3 1 2 2 3 3 5 4 3 2 4

2 3 1 2 2 3 3 5 4 1 3 2 4
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l l l l q l q d q q q q q
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
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D


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





 
 



(20) 

z czego wynika, Ŝe zbiór konfiguracji osobliwych jest następujący: 
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( )
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1 1 3 2 4
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 
 = ∨ = ∨ − = ∨ =
 ∨ = ∨ + + + = 

q
S  (21) 

Zestaw minorów stopnia 5. jakobianu geometrycznego w ciele to: 
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Wynika z niego zbiór konfiguracji osobliwych: 
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 
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q
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Zera w zestawach minorów (20) i (22) potwierdzają fakt, Ŝe rozpatrywany 
manipulator formalnie zawsze jest w konfiguracji osobliwej. 

6. Podsumowanie 

Przeprowadzona analiza kinematyki manipulatora umoŜliwia zaplanowanie 
trajektorii we współrzędnych konfiguracyjnych, która będzie następnie realizo-
wana przez układ sterowania robota. W tym celu naleŜy rozwiązać zadanie od-
wrotne kinematyki przy narzuconych zmianach pozycji i(lub) orientacji koń-
cówki roboczej manipulatora. Do tego celu moŜna zastosować równania kine-
matyki (10), z których naleŜy wyznaczyć wektor prędkości przegubowych,  
a następnie, przez całkowanie, wektor współrzędnych przegubowych. PoniewaŜ 
n < m, czyli wymiar przestrzeni konfiguracyjnej jest mniejszy niŜ wymiar prze-
strzeni zadaniowej, nie jest moŜliwe osiągnięcie przez końcówkę roboczą do-
wolnego punktu przestrzeni zadaniowej z dowolną orientacją. Przeprowadzona 
analiza osobliwości stanowi wskazanie, jak naleŜy planować zmiany pozycji  
i orientacji końcówki roboczej, aby manipulator nie osiągał konfiguracji osobli-
wych. 

Znajomość jakobianów manipulatora jest szczególnie potrzebna w zagad-
nieniach sterowania ruchem robota, z uwzględnieniem interakcji z otoczeniem. 
Jest to sytuacja typowa m.in. dla róŜnych zadań montaŜowych oraz w przypadku 
zrobotyzowanej obróbki mechanicznej. W takim przypadku siły i momenty inte-
rakcji powinny być mierzone przykładowo przez czujnik umieszczony  
w końcówce roboczej, a znajomość jakobianów pozwala na obliczenie wpływu 
sił interakcji na siły i momenty w przegubach manipulatora oraz umoŜliwia po-
prawne sterowanie robotem. 
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ANALYSIS OF THE KINEMATICS OF THE 5DOF MANIPULATOR  

S u m m a r y   

In the paper the kinematics analysis of 5 degrees of freedom manipulator is presented. The 
analysis was realised for the Scorbot-ER 4pc robotic manipulator. To describe the kinematics of 
the manipulator the Denavit-Hartenberg notation is used. The kinematics scheme and parameters 
of the manipulator as well as appropriate transformation matrices, that were used in the further 
analysis, are given. The analytical Jacobian of the manipulator and the geometrical Jacobian in the 
body are determined and the analysis of singularities is realised. In singular manipulator’s configu-
rations the solution of the inverse kinematics problem is very difficult, and using classical methods 
– impossible. Therefore, knowledge of the singular configurations is necessary for the proper 
planning and generating the trajectory of the manipulator. The presented methodology is universal 
and can be used to analyze the kinematics of manipulators with a other kinematic structure that is 
not presented in this paper. 
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Piotr GIERLAK 1 

ADAPTIVE CONTROL OF THE SCORBOT-ER 4PC 
MANIPULATOR 

The problem of the manipulator tracking control is not trivial because the manipu-
lator is a nonlinear object, whose parameters may be unknown and variable. The 
control law should enable the manipulator to behave correctly even when opera-
tional conditions are changeable. The adaptive control system meets this require-
ment. In this paper, both kinematic and dynamic equations of motion for the Scor-
bot-ER 4pc are presented. The adaptive control algorithm was derived for this ma-
nipulator. The presented control and adaptive laws guarantee practical Lyapunov 
stability. The results of verification of theoretical investigations are presented. Ex-
periments were carried out on a work station which consists of the Scorbot-ER 4pc 
robotic manipulator, a computer with Matlab and dSPACE ControlDesk software 
and a DS1006 digital signal processing board. In the experiments, the specified 
point of the manipulator has moved on a desired circular path and the gripper of 
the manipulator was loaded in variable ways. The operation of adaptive control 
system was compared with the computed moment method. From the result of the 
comparison we can see that, in practice, the adaptive control gives better results. 

Keywords: robotic manipulator, manipulator’s dynamics, adaptive control system, 
Lyapunov stability 

1. Introduction  

Robotic manipulators are devices which find different applications in many 
domains of the economy, for example in industry. The requirements in relation 
to precision and autonomy of manipulators are increasing as well as the tasks 
performed by them are more and more complex. The control of such complex 
systems is very problematic. Manipulators are objects with nonlinear dynamics, 
often with unknown and variable parameters which operate in changeable condi-
tions. A change in operating conditions may result from the variation of mass 
and the mass moment of inertia of the objects which are carried by the gripper. 
The control system has to generate such control signals that will guarantee the 
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execution of movement along a path with desired precision in spite of the operat-
ing conditions. 

In the control systems of contemporary industrial manipulators the comput-
ed torque method [1-3] for nonlinearity compensation is used. However, these 
approaches require precise knowledge about mathematical models of the control 
objects, such as the mathematical structure of motion equations with coefficients 
connected with geometry, mass, mass moment of inertia of links. Determining 
friction coefficients in kinematic pairs is especially difficult. Moreover, in such 
an approach, parameters in the compensator have nominal values so the control 
system acts without taking into account the changeable operating conditions. 

In connection with the present difficulties, adaptive control techniques [1-7] 
were developed. These methods require a structure of mathematical models of 
the control objects but no parameters are needed. 

2. Description of the Scorbot-ER 4pc robotic manipulator 

The Scorbot-ER 4pc robotic manipulator is shown in fig. 1a. The manipula-
tor has rotational kinematic pairs. It is driven by direct-current motors with gears 
and encoders, which allow to determine angular velocities and the angles of 
rotation of links. The manipulator arm has 3 degrees of freedom (DOF) whereas 
the gripper has 2 DOF. In this paper we modeled the gripper as discrete mass 
located at the end of the last link of the arm (point C – see fig. 1b). In the re-
mainder of the paper we will consider only 3 DOF of the arm. 

 
a) b) 

       
Fig. 1. The Scorbot-ER 4pc robotic manipulator (a), the scheme of the 
manipulator (b) 

 
Theposition and velocity of the point C in the Cartesian coordinate system 

is expressed in the following way: 
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where: xC, yC, zC – coordinates of point C, vCx, vCy, vCz – projections of velocity of 
point C, e, lj – geometrical parameters (j = 1, 2, 3), sj = sinqj, cj = cosqj – transla-
tion matrix of ai distance along axis x, jq&  – the angular velocity of j-th links. 

In a practical task, the desired path and velocity of point C in a workspace 
is defined, the projections of velocity may be calculated. Then, based on the eq. 
(2), a desired trajectory in a joint space may be determined, by solving the in-
verse kinematics problem. The dynamics of the Scorbot-ER 4pc manipulator can 
be expressed in the Lagrange form [1, 3, 9]: 

( ) ( ) ( ) ( ) d+ + + + =M q q C q,q q F q G q τ u&& & & &  (3) 

where: q – a vector of generalized coordinates (angles of rotation of links),  
M (q) – the inertia matrix, ( )C q,q q& &  – the centrifugal and Coriolis vector, 

( )F q& – the friction vector, G(q) – the gravity vector, τd – a vector of disturb-

ances bounded by , 0,d b bτ < >  u – control input vector. 

The mathematical model holds standard properties of revolute rigid ma-
nipulator dynamics [1]. Matrixes in the eq. (3) have the following form [9]: 
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where 
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Parameters pi take the form: 
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where: mj – a mass of j-th link, mC – a mass of a gripper, lj – the length of 
 j-th link, lCj – the distance between the center of mass of j-th link and joint j – 1, 
e – an eccentric of the second joint, Ijxx, Ijyy, Ijzz – are mass moments of inertia of 
j-th link with respect to xj, yj, zj axis, respectively, fj – a coefficient of viscous 
friction in j-th kinematic pair, κj – a moment of dry friction in j-th kinematic 
pair. 

3. Adaptive tracking control 

Assumed that the desired trajectory of the manipulator motion in the joint 
space is known. The desired trajectory Qd consists of generalized coordinates 

1 2 3( ) [ ( ) ( ) ( )]T
d d d dt q t q t q t=q  and the first and second time derivatives,  

i.e. [ ] .T T T T
d d d dq q q=Q & &&  The tracking control is defined in such a way, that for the 

desired trajectory the tracking error is introduced [1-3, 5-7]: 

( ) ( ) ( )dt t t= −e q q  (7) 
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The purpose of the control system is the realisation of such control signal u, 
which will minimise the tracking error and will cause that q(t) will follows the 
qd (t). Defined a filtered tracking error s and an auxiliary signal v as: 

= +s e Λe&  (8) 

d= +v q Λe&  (9) 

where Λ – a diagonal positive definite design matrix. 

The dynamics of the manipulator (eq. (3)) can be rewritten in terms of the 
filtered tracking error as:  

( ) ( ), d= − − + +M q s u C q q s f τ& &  (10) 

where f is a nonlinear manipulator function, which may be written in the linear 
parametric form as: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,v= + + + =f M q v C q q v F q G q Y q q v v p& & && &  (11) 

where ( ), , ,vY q q v v p& &  – a regression matrix. 

In standard use, in robotics it is a proportional-plus-derivative (PD) control 
law with nonlinearity compensation, given by the equation:  

( ) ˆ, , ,D v= +u K s Y q q v v p& &  (12) 

where term: 

( )D D= +K s K e Λe&  (13) 

has a mathematical structure like a PD controller, and the term ( ) ˆ, , ,vY q q v v p& &  

approximates nonlinear function f. In control law (12) estimation �� of a real 
vector p is used, because the real vector of parameters is unknown. The closed-
loop system becomes: 

( ) ( ) ( ), , , ,D v d= − − + +M q s K s C q q s Y q q v v p τ& & & %&  (14) 

where an estimation error is given by the equation: 

ˆ= −p p p%  (15) 

A scheme of closed-loop system is presented in fig. 2. 
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Fig. 2. Schematic structure of the adap-
tive control system 

 
In order to derive adaptation law of the parameters, the Lyapunov stability 

theory is applied. We assumed the positive definite Lyapunov function candi-
date, which is a quadratic form of the filtered tracking error and the parameter 
estimation error [2]: 

( ) 10.5 0.5T T
pL −= +s M q s p Γ p% %  (16) 

where: pΓ  – a regression matrix. 

Time derivative of L is: 

( ) ( ) 10.5T T T
pL −= + +s M q s s M q s p Γ p&& && % %  (17) 

Substituting eq. (14) into eq. (17), and taking into account, that ( )M q&  –  

( )2 ,C q q&  is a skew-symmetric matrix, we have: 

( )1 , , ,
TT T T

D d p vL − = − + + +
 

s K s s τ p Γ p Y q q v v s&& % % & &  (18) 

Defining an adaptive law as [10]: 

( )ˆ ˆ, , ,
T

p v pk= −p Γ Y q q v v s Γ s p& & &  (19) 

where k > 0, and taking into account, that the vector of the real parameters sa- 
tisfies the constraint: 

maxp≤p  (20) 

we may write ��  as: 

ˆT T T
D dL k= − + +s K s s τ s p p& %  (21) 

Because inequality:   
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2
maxˆT p≤ −p p p p% % %

 (22) 

is true, so ��  satisfies the condition: 

( )min maxDL K b k p ≤ − − + − ≤ s s p p& % %  

( )2 2
min max max0.5 0.25DK b k p kp ≤ − − + − −  

s s p%  (23) 

Function 0L ≤&  if 

2
max

min

0.25
s

D

b kp
b

K

+
> ≡s  (24) 

or 

2
max max0.5 0.25 p

b
p p b

k
> + + ≡p%  (25) 

where KDmin – is the minimum singular value of K D. 

This result means, that the time derivative of the function L along the solu-
tions of the eq. (14) is negative outside a compact set. The adaptive law (19) 
guarantees that estimates of parameters will be bounded without persistency of 
the excitation condition. According to a standard Lyapunov theorem extension 
[10], both s  and p%  are uniformly ultimately bounded. 

4. Experimental results 

In order to confirm the behaviour of the proposed adaptive control system, 
an experiment was performed. The workstation consists of the Scorbot-ER 4pc 
robotic manipulator, PC computer with Matlab and dSPACE ControlDesk soft-
ware, and DS1006 digital signal processing board. 

In the experiment, the point C of the manipulator has moved on a desired 
circular path (fig. 3a), defined in the following way: 

( ) ( )2 2 2 0

const.
C O C O

C

x x y y R

z

− + − − =


= 
 (26) 

where: xO = 0.36 m, yO = 0 m – coordinates of the center of the circle. 

Desired velocity of the point C (fig. 3b) is given by the equation: 
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( )
( )

12

max
1

1

1 exp

i

C
i i

v v
c t t=

−
= −

 + − − 
∑ ,   1,2,...,12i =  (27) 

where: vmax = 0.12 m/s – a maximal velocity, c = 10 1/s – a design coefficient, 
0 65 st ∈ − – the time, t  – coefficients selected in accordance with rule 1 .i it t− <  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig. 3. The desired path (a), the 
desired velocity of the point C (b) 

 
The desired trajectory in a joint space was obtained by solving the inverse 

kinematics problem for the desired path and velocity. This trajectory is shown in 
fig. 4. During the experiment, the gripper of the manipulator (point C) was load-
ed in the following way: for time t < 30 s the gripper was loaded by an addition-
al mass, which was equal to 0.75 kg, and for t ≥  30 s the additional mass was 
increased to 2.5 kg. Design parameters in the control system were assumed as 
follows: K D = diag{0.5 0.5 0.5}, ΛΛΛΛ = diag{2 2 2, ˆ (0) ,=p 0  k = 0.1, Γ =  
= diag{0.015 0.015 0.65 0.65 0.65 0.3 0.25 6.5 15 15 0.035 0.15 0.15}. Signals 
generated by the control system during the experiment are shown in fig. 5. 

At the beginning of the experiment, signals generated by compensator (fig. 
5c) were not accurate, because the initial parameter estimates were set to zero, 
and the signals generated by the PD controller (fig. 5b) take an important part in 
the total control signals (fig. 5a). Then, the influence of PD signals decreases 
during the experiment, because the parameter estimates adaptation. 

In the initial movement phase (about 8 s), tracking errors of joint angles 
(fig. 6a) and tracking errors of angular velocities (fig. 6b) have the highest val-
ues. Afterwards they are decreased during the adaptation of parameter estimates. 
After 30 s of the experiment, tracking errors temporarily increased. It is caused 
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by the change of the gripper load. Then, tracking errors are reduced during adap-
tation of control system to the new working conditions. 

 

 
Fig. 4. The desired trajectory in a joint space: a) angles of 
rotation of links 1, 2, 3, b) angular velocities of links 1, 2, 
3, c) angular accelerations of links 1, 2, 3 

 
In figure 7. estimated characteristics of parameters are shown. They were 

set to zero in the initialization process, and adapted during the movement of the 
manipulator. After 30 s, values of parameters estimates change, which is caused 
by change of working conditions. In figure 8. real path (fig. 8a) and velocity of 
point C (fig. 8b) are shown. 

In the initial movement phase, the real path and velocity of point C differs 
from the desired, later they near the desired path and velocity. 

In the second experiment we set up non-zero values of parameter estimates 
– we used final values from the first experiment. In this case, the compensator  
generated adequate signals even in the initial movement phase, and tracking 
 

a) 

b) 

c) 
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Fig. 5. Control signals: a) total control signals,  
b) signals generated by the PD controller, c) signals 
generated by compensator 

 

 
Fig. 6. Tracking errors: a) tracking errors of joint 
angles, b) tracking errors of angular velocities 

a) 

b) 

c) 

a) 

b) 
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Fig. 7. Estimated characteristics of parameters: 
a) 1 7ˆ ˆ ,p p− b) 8 10ˆ ˆ ,p p− c) 11 13ˆ ˆp p−  

 

 
Fig. 8. Performance of movement in a workspace:  
a) the desired (black line) and the real (red line) path of 
point C, b) the desired (black line) and the real (red 
line) velocity of point C 

a) 

b) 

c) 

a) 

b) 
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errors (fig. 9.) were smaller than in the first experiment. In the workspace, preci-
sion of movement was also higher, so the real path and velocity (fig. 10.) were 
close to the desired path and velocity of point C, even in initial phase of experi-
ment. 

 

 
Fig. 9. Tracking errors from an experiment with non-
zero values of parameter estimates: a) tracking errors of 
joint angles, b) tracking errors of angular velocities 

 

 
Fig. 10. Performance of movement in a workspace from 
an experiment with non-zero values of parameter esti-
mates: a) the desired (black line) and the real (red line) 
path of point C, b) the desired (black line) and the real 
(red line) velocity of point C 

a) 

a) 

b) 

a) 

b) 
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In order to compare adaptive control with the computed torque method, we 
assumed the following control law: 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 0 ,d= + + + + +u M q q K e K e C q q q F q G q&& & & & &  (28) 

where: K 0 = diag{225 225 225} – the matrix of the proportional gain, K 1 =  
= diag{30 30 30} – the matrix of the derivative gain. 

Matrixes M (q), ( ) ( ), , ,& &C q q F q  and G(q) have nominal parameters: p1 =  

= p4 = p7 =0.006, p2 = 0.002, p3 = p5 = p6 = 0.011, p8 = p9 = p10 = 0.52, p11 = 
= 0.019, p12 = p13 = 0.018. Tracking errors, obtained in this case, are presented  
in fig. 11. 

 

 
Fig. 11. Tracking errors from an experiment with the 
computed torque method: a) tracking errors of joint an-
gles, b) tracking errors of angular velocities 

 
After 30 s tracking errors of links 2 and 3 have increased, because the grip-

per load changed, but parameters in the compensator were constant. In figure 12. 
path and velocity in the workspace of point C are presented. 

5. Conclusions 

For numerical evaluation of the adaptive control system quality, we used  
a root mean square of tracking errors (tab. 1.), defined as: 

 

a) 

b) 
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where: k – an index of sample, n – a number of sample. 

 

 
Fig. 12. Performance of movement in a workspace from 
an experiment with the computed torque method desired 
(black line) and the real (red line): a) the path of point C, 
b) the velocity of point C 

Table 1. Values of quality ratings 
 

Parameter j εεεεj ψψψψj 

Adaptive control 
1 0.0158 0.0228 
2 0.0095 0.0204 
3 0.0088 0.0164 

Adaptive control 
(non-zero parameters) 

1 0.0036 0.0104 
2 0.0041 0.0162 
3 0.0035 0.0122 

Computed torque 
1 0.0084 0.0152 
2 0.0081 0.0221 
3 0.0233 0.0239 

 
The tracking control of the manipulator is problematic because of the non-

linearities. The most commonly usedtorque computing method requires a precise 

a) 

b) 
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knowledge about the mathematical model structure of the control object and also 
the values of the parameters. In practical applications , while parameters of an 
object may change, this approach is ineffective. In this case, the adaptive control 
system, with pre-adapted parameters ensures better quality of tracking control. 
In both algorithms, the structure of the mathematical model must be known. 
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ADAPTACYJNE STEROWANIE MANIPULATOREM  
SCORBOT-ER 4PC  

S t r e s z c z e n i e  

Sterowanie ruchem nadąŜnym manipulatora nie jest prostym zagadnieniem, poniewaŜ mani-
pulator jest nieliniowym obiektem, którego parametry mogą być nieznane i zmienne. Prawo ste-
rowania powinno uwzględniać te aspekty i umoŜliwiać manipulatorowi poprawne działanie nawet 
wtedy, gdy warunki jego pracy są zmienne. Wymaganie to jest spełnione przy zastosowaniu adap-
tacyjnych układów sterowania. W artykule przedstawiono równania kinematyki i dynamiczne 
równania ruchu manipulatora Scorbot-ER 4pc. Zaprezentowane prawa sterownia i adaptacji gwa-
rantują praktyczną stabilność w sensie Lapunowa. W pracy zamieszczono rezultaty weryfikacji 
prezentowanych rozwiązań teoretycznych. Eksperymenty przeprowadzono na stanowisku, które 
składa się z robota manipulacyjnego Scorbot-ER 4pc, komputera PC z oprogramowaniem Matlab 
i dSPACE ControlDesk oraz karty kontrolno-pomiarowej DS1006. Podczas eksperymentów wy-
brany punkt manipulatora poruszał się po Ŝądanym torze kołowym, a chwytak manipulatora był 
obciąŜany zmiennym ładunkiem. Działanie adaptacyjnego układu sterowania porównano z działa-
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niem układu z zaimplementowaną metodą wyliczanego momentu. Z porównania jakości sterowa-
nia wynika, Ŝe w praktyce lepsze wyniki zapewnia stosowanie sterowania adaptacyjnego. 

Słowa kluczowe: robot manipulacyjny, dynamika manipulatora, adaptacyjny układ sterowania, 
stabilność w sensie Lapunowa 

DOI: 10.7862/rm.2014.54 
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KRYTERIUM POWSTAWANIA  
STRUGI SYNTETYCZNEJ 

W pracy przedstawiono kryterium powstawania strugi syntetycznej. Zaprezento-
wano wyniki pomiaru prędkości powietrza w osi dyszy generatora strugi synte-
tycznej dla zmiennej częstotliwości f = 5-400 Hz generatora, zmiennej średnicy 
dyszy d = 15, 24, 40 mm oraz zmiennej głębokości komory rezonansowej genera-
tora H = 20, 40, 60 mm. Dokonano pomiaru mocy elektrycznej przetwornika elek-
troakustycznego. Porównano uzyskane wartości liczb Reynoldsa oraz Stokesa  
z danymi literaturowymi oraz warunkiem powstawania strugi syntetycznej, uzy-
skując zbieŜność otrzymanych wyników.  

Słowa kluczowe: struga syntetyczna, liczba Reynoldsa, kryterium powstawania 
strugi, częstotliwość rezonansowa 

1. Wprowadzenie 

Struga syntetyczna jest rodzajem przepływu wytwarzanym przez ścieŜkę 
wirów pierścieniowych. Strugi syntetyczne mogą mieć zastosowanie w chło-
dzeniu elektroniki, sterowaniu przepływem lub w wytwarzaniu turbulentnej 
warstwy przyściennej. Pierwsze prace na temat strugi syntetycznej pojawiły się 
w latach 50. XX w. [1]. Wówczas tematyka ta nie wywołała większego zaintere-
sowania. Dopiero w 1997 r. w pracy [2] przypomniano znów to zagadnienie i od 
tamtej pory liczba publikacji na ten temat wciąŜ rośnie. Struga syntetyczna, 
określana równieŜ ZNMF, jest wytwarzana za pomocą generatora o pracy perio-
dycznej. Cechą charakterystyczną urządzeń wytwarzających strugę syntetyczną 
jest brak zewnętrznego doprowadzenia płynu. Do działania niepotrzebne są za-
tem kanały doprowadzające czynnik roboczy, a uśredniony w czasie wydatek 
masowy przepływający przez dyszę jest równy zeru. W odróŜnieniu od typo-
wych maszyn przepływowych generatory strugi syntetycznej mają zdolność do 
generowania transportu pędu i energii przy braku przepływu masy przez to urzą-
dzenie [3]. Chaudhari i in. [4] zbadali prędkość wypływu powietrza z generatora 
                                                           
1 Autor do korespondencji/corresponding author: Paweł Gil, Politechnika Rzeszowska, al. Po-

wstańców Warszawy 8, 35-959 Rzeszów, tel.: (17) 8651326, e-mail: gilpawel@prz.edu.pl 
2 Piotr Strzelczyk, Politechnika Rzeszowska, e-mail: piotstrz@prz.edu.pl 
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strugi syntetycznej przy róŜnych średnicach dysz d i głębokości komory H  
w funkcji częstotliwości. Wykazali, Ŝe najwyŜsze wartości prędkości średniej  
(i liczby Reynoldsa) generator osiąga dla częstotliwości rezonansowej przetwor-
nika. Wówczas moc elektryczna jest mniejsza niŜ w innym zakresie częstotliwo-
ści o około 30%. Smith i Glezer [3] porównywali strugę syntetyczną ze strugą 
swobodną dla tych samych liczb Reynoldsa. Z uzyskanych danych wynika, Ŝe 
struga syntetyczna w bliskiej odległości jest zdominowana przez wiry pierście-
niowe, które zasysają dodatkowy płyn do środka wiru, w dalekiej zaś odległości 
od dyszy generatora struga syntetyczna wykazuje duŜe podobieństwo do strugi 
ciągłej. Oznaczenie stosowanych do opisu analizowanych zagadnień zestawiono 
w tabeli 1. Oznaczenia wielkości stosowanych do opisu analizowanych zagad-
nień zestawiono w tab. 1. 

Tabela 1. Oznaczenia 

Table 1. Nomenclature 

Symbol Objaśnienie, jednostka Symbol Objaśnienie, jednostka 

d 
dm 

f 
fH 

fs 

 

H 
I 
m 
n 
P 
R 
r 

Re 
Stk 

średnica dyszy [mm] 
średnica membrany [mm] 

częstotliwość pracy 
częstotliwość Helmholtza [Hz] 

częstotliwość rezonansowa [Hz] 
 głośnika [Hz] 

głębokość komory [mm] 
natęŜenie prądu głośnika [A] 

masa membrany [g] 
liczba pomiarów 
moc głośnika [W] 

rezystancja opornika [Ω] 
współrzędna promieniowa [mm] 

liczba Reynoldsa 
liczba Stokesa 

t 
T 
U 

Uch 

Uavg 

UI 

 
URMS 

 

V 
x 
ν 
φ 

długość dyszy [mm] 
temperatura otoczenia [ºC] 

napięcie zasilania głośnika [V] 
prędkość chwilowa [m/s] 

wartość średnia prędkości [m/s] 
spadek napięcia na rezystorze  

wzorcowym [V] 
wartość skuteczna  
prędkości [m/s] 

objętość komory [mm3] 
współrzędna osiowa [mm] 

lepkość kinematyczna [m2/s] 
wilgotność względna 

powietrza [%] 

2. Stanowisko pomiarowe 

Komora generatora strugi syntetycznej zbudowana do celów badawczych 
została przedstawiona na rys. 1. Składa się z przetwornika elektroakustycznego 
(głośnika) o średnicy 160 mm jako elementu wykonawczego, zamontowanego  
w wyfrezowanej płycie ze szkła organicznego mającego otwór o średnicy  
150 mm. Płyta zamykająca komorę posiada cylindryczną dyszę o średnicy d 
oraz długości t. W prezentowanych wynikach wykorzystywano średnicę dyszy  
d = 15, 24, 40 mm oraz stałą długość dyszy t = 5 mm. Płyty zamykające są wy-
mienne, tak aby moŜna było zastosować dyszę o róŜnych średnicach i długo-
ściach. Objętość komory V jest regulowana. Polega to na dodaniu lub odjęciu 
płyt pośrednich pomiędzy przetwornikiem elektroakustycznym a płytą zamyka-
jącą. Głębokość komory H zmienia się w zakresie 20-60 mm.  



Kryterium powstawania strugi syntetycznej    519 

Generator strugi syntetycznej jest zasilany wzmacniaczem mocy zbudowa-
nym na podstawie układu scalonego LM3886 zasilanego symetrycznie, z kon-
densatorami separującymi. Wzmacniacz jest podłączony do wyjścia analogowe-
go karty dźwiękowej posiadającej przetwornik cyfrowo-analogowy (DAC)  
16-bitowy. Częstotliwość próbkowania wynosi 48 kHz. Podczas wykonywania 
badań częstotliwość wzbudzenia membrany przetwornika elektroakustycznego f 
zmieniała się w zakresie 5-400 Hz. 

 

 
Rys. 1. Generator strugi syntetycznej 

Fig. 1. Synthetic jet generator 

Zastosowano 8-omowy głośnik STX 6,5 200. Przetwornik elektroakustycz-
ny był zasilany napięciem przemiennym o przebiegu sinusoidalnym, ze wzmac-
niacza mocy o wartości skutecznej napięcia stałej dla wszystkich pomiarów  
U = 4 V. Moc pobieraną przez generator określono jako iloczyn napięcia sku-
tecznego zmierzonego na głośniku U oraz natęŜenia skutecznego prądu pobra-
nego I. NatęŜenie prądu płynącego przez przetwornik było obliczone jako spa-
dek napięcia UI na rezystorze wzorcowym R = 0,1 Ω. Pomiaru napięcia 
i spadku napięcia na rezystorze wzorcowym dokonano za pomocą multimetru 
Keithley 2700. Moc głośnika została obliczona z zaleŜności: 

I
g

U
P U

R
=  (1) 

Do pomiaru prędkości powietrza w osi membrany zastosowano termoane-
mometr stałotemperaturowy jednowłóknowy HPA 98 o średnicy włókna 5 µm 
oraz długości włókna 1 mm. Włókno zostało wykonane z wolframu. Sygnał 
napięciowy był rejestrowany za pomocą karty pomiarowej KPCI-3116A firmy 
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Keithley. Częstotliwość próbkowania dobierano automatycznie jako szesnasto-
krotność częstotliwości pracy generatora strugi syntetycznej.  

Termoanemometr został przewzorcowany w tunelu aerodynamicznym 
w zakresie 0,7-20,0 m/s. Punkty wzorcowe aproksymowano wielomianem 6. 
stopnia w zakresie 0,7-20,0 m/s, z maksymalnym błędem 2,7%. Pomiary wyko-
nywano w klimatyzowanym laboratorium o temperaturze T = 21±1°C. Wilgot-
ność względną oraz temperaturę powietrza mierzono higrometrem Testo 6681. 
Wilgotność względna w pomieszczeniu podczas pomiarów wynosiła φ =  
(50 ± 8)%. Płynem generatora strugi syntetycznej było powietrze atmosferyczne.  

Sondę termoanemometru ustawiono w osi dyszy, równo z powierzchnią 
wylotu dyszy x = 0 mm (rys. 1.). Generator strugi syntetycznej był ustawiony 
poziomo. Dla kaŜdego punktu pomiarowego dokonywano pomiaru 50 cykli, 
kaŜdy po 16 próbek. Kierunek prędkości nie moŜe być określony z pomiarów 
termoanemometru. Na podstawie zarejestrowanego modułu prędkości dokonano 
inwersji połówki sinusoidy odpowiadającej za cykl zasysania powietrza do ko-
mory. Wykorzystano w tym celu procedurę opisaną w pracy [5].  

Rysunek 2. przedstawia przykładowy przebieg prędkości powietrza w osi 
dyszy. Większy pik na rys. 2. odpowiada za cykl wytłaczania, natomiast mniej-
szy – zasysania. W celu określenia kierunku prędkości został napisany program 
w środowisku LabVIEW, który przeprowadza obliczenia dla kaŜdego punktu 
pomiarowego z 800 pomiarów prędkości. Zarejestrowany przebieg prędkości  
z kierunkiem posłuŜył do obliczenia następujących wielkości jako średniej  
z 50 cykli [1]: 

• prędkości średniej 

Ch
avg

U
U

n
= ∑  (2) 

• wartości skutecznej prędkości 

2

RMS

( )Ch avgU U
U

n

−
= ∑  (3) 

• liczby Reynoldsa 

Re avgU d

v

⋅
=  (4) 

• liczby Stokesa 

22π
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v
=  (5) 
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Rys. 2. Przykładowy wykres zmienności prędkości powietrza w osi dyszy generatora 
strugi syntetycznej 

Fig. 2. Example plot of air velocity fluctuation in the nozzle axis of synthetic jet gen-
erator  

3. Wyniki 

Na podstawie zestawu pomiarowego uzyskano wyniki zobrazowane na rys. 
3-8. Na rysunkach 3. oraz 4. przedstawiono moc elektryczną głośnika. Głośnik 
zabudowany w komorze posiada częstotliwość, przy której moc pobrana osiąga 
lokalne minimum. Jest to częstotliwość rezonansowa membrany. Lokalne mini-
mum mocy elektrycznej zostało osiągnięte dla częstotliwości f = 35 Hz. Przy 
zwiększającej się średnicy dyszy pobrana moc elektryczna głośnika maleje (rys. 
4.). Rysunki 5. oraz 6. pokazują średnią prędkość w osi dyszy w odniesieniu do 
róŜnych średnic dyszy (rys. 5.) oraz róŜnych głębokości komory (rys. 6.). Śred-
nia prędkość Uavg szybko rośnie do wartości szczytowej, która występuje dla 
częstotliwości f = 35 Hz, a następnie powoli się zmniejsza wraz ze zwiększa-
niem częstotliwości generatora strugi syntetycznej. Na rysunku 7. przedstawiono 
wartość skuteczną prędkości powietrza w osi dyszy URMS, przy czym wartości 
szczytowe osiągnięto dla 35 Hz. Przy róŜnych średnicach dysz osiągano róŜne 
wartości prędkości skutecznej. Dla d = 15 mm wartości maksymalne sięgają 
12,5 m/s, dla d = 24 mm juŜ tylko 8 m/s, a dla d = 40 mm wartości prędkości 
skutecznej nie przekraczają 4 m/s. Rysunek 8. przedstawia wartość prędkości 
skutecznej dla tej samej średnicy dyszy d = 15 mm, lecz zmiennej objętości 
komory V. W zakresie częstotliwości rezonansowej wpływ głębokości komory 
na URMS oraz moc głośnika Pg jest niewielki (rys. 4. i 8.). 
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Rys. 3. Moc elektryczna głośnika dla zmiennej 
częstotliwości f oraz średnicy d; głębokość 
komory H = 20 mm, długość dyszy t = 5 mm   

Fig. 3. Speaker electric power variation for 
different frequencies f and different diameter d; 
cavity depth H = 20 mm, length of nizzle  
t = 5 mm   

Rys. 4. Moc elektryczna głośnika dla zmiennej 
częstotliwości f oraz głębokości komory H; 
średnica d = 15 mm, długość dyszy t = 5 mm   

Fig. 4. Speaker electric power variation for 
different frequencies f and different cavity 
depth H; orifice diameter d = 15 mm, length of 
nozzle t = 5 mm   

 

Rys. 5. Średnia prędkość powietrza Uavg dla 
zmiennej częstotliwości f oraz średnicy dyszy 
d; głębokość komory H = 20 mm, długość 
dyszy t = 5 mm  

Fig. 5. Average air velocity Uavg for various 
frequency f and nozzle diameter d; cavity depth 
H = 20 mm, orifice length t = 5 mm    

Rys. 6. Średnia prędkość powietrza Uavg dla 
zmiennej częstotliwości f oraz głębokości 
komory H; średnica d = 15 mm, długość dyszy 
t = 5 mm   

Fig. 6. Average air velocity Uavg for various 
frequency f and cavity depth H; orifice diame-
ter d = 15 mm, orifice length t = 5 mm  

4. Wnioski  

Struga syntetyczna nie powstaje przy wyŜszych częstotliwościach, ze 
względu na efekt równowaŜenia prędkości wytłaczania i zasysania powietrza  
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Rys. 7. Wartość skuteczna prędkości powietrza 
URMS dla zmiennej częstotliwości f oraz średni-
cy dyszy d; głębokość komory H = 20 mm, 
długość dyszy t = 5 mm 

Fig. 7. Effective value of air velocity URMS for 
various frequency f and nozzle diameter d, 
cavity depth H = 20 mm, nozzle length t =  
= 5 mm  

Rys. 8. Wartość skuteczna prędkości powietrza 
URMS dla zmiennej częstotliwości f oraz głębo-
kości komory H; średnica dyszy d = 15 mm,  
długość dyszy t = 5 mm   

Fig. 8. Effective value of air velocity URMS for 
various frequency f and cavity depth H; nozzle 
diameter d = 15 mm, nozzle length t = 5 mm 

do komory generatora strugi syntetycznej. Jednak równowaŜenie to nie występu-
je przy niskich częstotliwościach (rys. 5.) i struga syntetyczna powstaje. Zauwa-
Ŝono dwa maksima prędkości średniej Uavg dla objętości komory H = 40 mm 
oraz H = 60 mm (rys. 6.) oraz odpowiadające im minima lokalne mocy elek-
trycznej głośnika (rys. 4.). Gallas i in. [6] zasugerowali istnienie dwóch często-
tliwości rezonansowych, co potwierdzono eksperymentalnie w pracy [4]. Pierw-
sza częstotliwość rezonansowa odpowiada częstotliwości własnej membrany, 
która dla głośnika uŜytego w tym opracowaniu wynosi Fs = 37 Hz. Jest ona 
zaleŜna od średnicy dm, masy m oraz właściwości materiałowych membrany [4]. 
Z kolei druga częstotliwość rezonansowa, określana częstotliwością Helmholtza, 
jest zaleŜna wyłącznie od objętości komory V, średnicy dyszy d oraz długości 
dyszy t. Uzyskane wartości częstotliwości rezonansowej są mniejsze niŜ poda-
wane przez producenta, co jest spowodowane zwiększeniem masy membrany ze 
względu na przyklejenie płytki akcelerometru (zwiększenie masy drgającej) 
i(lub) błędem pomiaru. 

Kryterium powstawania strugi syntetycznej było badane w pracach [7-9]. 
Dla dysz osiowosymetrycznych autorzy otrzymali zbieŜny warunek powstawa-
nia strugi syntetycznej, tj: 

2

Re
0,16

Stk
≥  (6) 

Gdy prędkość średnia Uavg jest wystarczająco duŜa oraz częstotliwość f do-
statecznie mała, wówczas występują korzystne warunki, przy których podczas 
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cyklu zasysania płynu do komory nie jest niszczona struktura wiru wytworzone-
go podczas cyklu wytłaczania (rys. 9. i 10.).  

Aby wytworzyć strugę syntetyczną, naleŜy spełnić warunek Re/Stk2 ≥ 0.16.	 
Jak widać na rys. 10., przy średnicy dyszy d =15 mm struga syntetyczna wystę-
powała w zakresie częstotliwości f = 5-120 Hz, gdy d = 24 mm – w zakresie 
częstotliwości f = 5-55 Hz, natomiast gdy d = 40 mm, struga syntetyczna nie 
występuje. 

 

      
Rys. 9. Kryterium powstawania strugi synte-
tycznej; gdy Re/Stk2 ≥ 0,16, powstaje struga 
syntetyczna 

Fig. 9. A criterion for synthetic jet formation; 
synthetic jet is formed for Re/Stk2 ≥ 0.16  

Rys. 10. Linia graniczna powstawania strugi 
syntetycznej 

Fig. 10. Threshold of synthetic jet formation 

Podziękowania 

Prace były prowadzone na aparaturze naukowo-badawczej zakupionej w ramach 
projektu nr POPW.01.03.00-18-012 z funduszy strukturalnych Programu Operacyjnego 
Rozwój Polski Wschodniej, współfinansowanego przez Unię Europejską ze środków 
Europejskiego Funduszu Rozwoju Regionalnego.  
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A CRITERION FOR FORMATION OF SYNTHETIC JET  

S u m m a r y   

The paper presents a criterion for the formation of a synthetic jet. The paper presents air  
velocity measurement in the axis of the nozzle of synthetic jet generator for various frequencies 
f = 5-400 Hz, various nozzle diameters d = 15, 24, 40 mm and for various cavity depths H = 20, 
40, 60 mm. Electrical power of electroacoustic transducers was measured. Obtained values of 
Reynolds and Stokes numbers were compared with literature data, and the criterion for synthetic 
jet formation. Convergence of the obtained results was gained. 
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ANALIZA PROCEDUR STANÓW  AWARYJNYCH 
SILNIKÓW W  SAMOLOTACH LEKKICH  
I ICH WPŁYW  NA SKUTKI WYPADKÓW  
LOTNICZYCH 

Na podstawie analizy teorii eksploatacji złoŜonych struktur technicznych przed-
stawiono samolot lekki jako obiekt eksploatacyjny. Szczególną uwagę zwrócono 
na zespół napędowy, wskazując na jego istotną rolę w zapewnieniu bezpieczeń-
stwa eksploatacji całego statku powietrznego. Na podstawie analizy instrukcji eks-
ploatacji wybranych samolotów lekkich oraz produkowanych do nich silników do-
konano przeglądu procedur postępowania w stanach awaryjnych zespołu napędo-
wego. Następnie wykonano analizę przyczyn wypadków w klasie samolotów lek-
kich, gdzie wskazano na znaczący udział wypadków spowodowanych awarią ze-
społu napędowego w ogólnej liczbie wypadków w tej klasie statków powietrznych. 
Wykonano analizę liczby wypadków ze skutkiem śmiertelnym, wskazując, Ŝe awa-
rie zespołu napędowego nie mają w tym względzie znaczącego udziału. Wskazano 
jednak, Ŝe co 12. wypadek spowodowany awarią tego zespołu pociąga za sobą 
ofiary śmiertelne. Wyniki analizy wypadkowości samolotów lekkich skonfronto-
wano z zaleceniami instrukcji dotyczącej postępowania w stanach awaryjnych ze-
społu napędowego. PosłuŜyło to do opracowania wniosków na temat aktualnego 
stanu bezpieczeństwa eksploatacji, jak teŜ zaleceń na przyszłość, w celu podnosze-
nia niezawodności i bezpieczeństwa eksploatacji samolotów lekkich.  

Słowa kluczowe: bezpieczeństwo, stany awaryjne silników, niezawodność syste-
mów, procedury awaryjne w lotnictwie 

1. Wprowadzenie 

Współczesne lotnictwo stawia bardzo wysokie wymagania odnośnie do 
bezpieczeństwa eksploatacji techniki lotniczej [1-4]. Wynika to stąd, Ŝe wypadki 
lotnicze są bardzo często tragiczne w skutkach i powodują śmierć duŜej liczby 
osób podczas pojedynczego zdarzenia, przez co urastają do miana katastrof [4]. 

                                                           
1 Autor do korespondencji/corresponding author: Robert Jakubowski, Politechnika Rzeszowska, 

al. Powstańców Warszawy 8, 35-959 Rzeszów, tel.: (17) 8651466, e-mail: robert.jakubow-
ski@prz.edu.pl 



528 R. Jakubowski 

Zapewnienie wysokiego poziomu bezpieczeństwa w lotnictwie odbywa się 
przez spełnienie stosownych procedur, które dotyczą certyfikacji techniki lotni-
czej, jak teŜ samego personelu zajmującego się produkcją i eksploatacją. WiąŜe 
się to z właściwie opracowanymi przepisami dotyczącymi technik wytwarzania  
i eksploatacji techniki lotniczej oraz szkolenia personelu [4]. Rygorystyczne 
procedury z tego zakresu pozwalają ograniczać do minimum błędy, które mogą 
się przyczynić do zaistnienia okoliczności powodujących obniŜenie bezpieczeń-
stwa eksploatacji techniki lotniczej. Jednym ze składników bezpieczeństwa eks-
ploatacji statków powietrznych jest niezawodność systemu eksploatacji, czyli 
zdolność do realizacji określonych zadań lotniczych w danym czasie i określo-
nych warunkach [1, 4, 5]. Niezawodność jest właściwością statku powietrznego 
związaną bezpośrednio z jego usterkowością [6]. Z punktu widzenia praktycznej 
realizacji zadania lotniczego wymaga się takiego przygotowania statku po-
wietrznego, które zakłada pełną (całkowitą) niezawodność [4]. Zapewnieniu 
takiego poziomu niezawodności słuŜy właściwie zorganizowany proces diagno-
styki statku powietrznego [7] oraz prognozowanie jego niezawodnej pracy przez 
ocenę zmiany stanu technicznego jego poszczególnych podsystemów [4, 8, 9]. 
Analiza procesu eksploatacji urządzeń technicznych [7], w tym takŜe techniki 
lotniczej [2, 3], pokazuje, Ŝe mimo ciągłych wysiłków zmierzających do podno-
szenia niezawodności konstrukcji, nie da się uniknąć występowania niesprawno-
ści i uszkodzeń [1]. Wskazuje się przy tym, Ŝe moŜliwość wystąpienia nie-
sprawności jest tym większa, im większy jest stopień skomplikowania konstruk-
cji [4, 7, 8].  

Statek powietrzny naleŜy do konstrukcji o stosunkowo duŜym stopniu zło-
Ŝoności. Składa się z wielu bardzo róŜnych funkcjonalnie systemów, które ce-
chują się często bardzo odmiennymi właściwościami z punktu widzenia nieza-
wodności [6, 8]. Równocześnie proces eksploatacji poszczególnych systemów 
powoduje, Ŝe wpływają one mniej lub bardziej na powstawanie uszkodzeń,  
a przez to na czas niezawodnej pracy. Dotyczy to między innymi sposobów ob-
ciąŜenia konstrukcji, np. elementów silnika, które są poddane obciąŜeniom me-
chanicznym i cieplnym, elementów nośnych płatowca, które oprócz obciąŜeń 
mechanicznych często są naraŜone na przypadkowe procesy niekorzystnego 
oddziaływania warunków atmosferycznych itp. [4]. W całym tym systemie bar-
dzo istotną rolę odgrywa czynnik ludzki – pilot i personel obsługi naziemnej [4, 
10-13], których poziom wyszkolenia, a często równieŜ inne, bardzo przypadko-
we czynniki (np. stan emocjonalny i zdrowotny, stres, poziom zmęczenia) będą 
powodować nieprzewidywalne oddziaływanie na eksploatowaną technikę lotni-
czą. Wskazuje się, Ŝe w momentach kryzysowych (awaria istotnych elementów 
samolotów) bardzo waŜne są mechaniczne zachowania wyuczone przez personel 
lotniczy [10, 11]. SłuŜą temu poprawnie przygotowane procedury postępowania 
w stanach awaryjnych oraz odpowiedni trening, najczęściej na symulatorach lotu 
[4, 11]. 
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2. Niezawodność statku powietrznego 

W pracach [4, 6] niezawodność w odniesieniu do statku powietrznego defi-
niuje się jako prawdopodobieństwo poprawnego działania według zbioru okre-
ślonych wymagań w zakładanym przedziale czasu, z uwzględnieniem sumy 
destrukcyjnych oddziaływań wymuszających uszkodzenia w zakładanych wa-
runkach uŜytkowania. MoŜna to zapisać zaleŜnością: 

{ }( ) [ ( ) ,0 , ]wR t P U t tτ τ= ≤ ≤  (1) 

gdzie: R – niezawodność, t – czas, U – zbiór funkcji działań zdefiniowanych dla 
statku powietrznego, {w} – zbiór wymagań, τ – przedział czasu.  

Niezawodność moŜe być rozpatrywana jako funkcja intensywności uszko-
dzeń [6], gdzie przez intensywność uszkodzeń rozumie się względne pogorsze-
nie niezawodności. Wartość tego parametru wyznacza się doświadczalnie, reje-
strując liczbę uszkodzeń danego elementu przypadającą na jednostkę czasu eks-
ploatacji. W takim ujęciu niezawodność jest opisywana zaleŜnością: 

0

( ) exp ( )d
t

R t λ τ τ
 

= − 
  
∫  (2) 

gdzie λ – intensywność uszkodzeń. 

Statek powietrzny jest zespołem składającym się z wielu struktur nieza-
wodnościowych, które determinują jego globalną niezawodność [4, 7]. W kla-
syczniej budowie statku powietrznego wyróŜnia się płatowiec, zespół napędowy, 
systemy awioniczne i wyposaŜenie dodatkowe [4]. KaŜda z tych struktur składa 
się z mniejszych układów – struktur składowych. W obrębie kaŜdej struktury 
występują kolejne podstruktury, aŜ do pojedynczych elementów.  

W strukturach niezawodnościowych moŜna odnaleźć elementy, które mają 
istotny wpływ na proces eksploatacji i determinują zdatność eksploatacyjną stat-
ku powietrznego oraz takie, których cechy eksploatacyjne są pomijalne [4].  
W wielu przypadkach, tam gdzie jest to moŜliwe, elementy o krytycznym zna-
czeniu dla bezpieczeństwa eksploatacyjnego są zwielokrotniane, tworząc tzw. 
równoległą strukturę niezawodnościową [6], której niezawodność opisuje rów-
nanie: 
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N

i
i

R t R t
=

= − −∏  (3) 

gdzie: R – niezawodność całej struktury równoległej, Ri – niezawodność i-tego 
elementu składowego struktury równoległej, t – czas, N – liczba elementów  
w strukturze niezawodnościowej. 
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Zaletą takiej struktury jest to, Ŝe jej niezawodność wzrasta wraz z liczbą 
elementów, a struktura jest w stanie zdatności eksploatacyjnej, gdy przynajmniej 
jeden jej element jest w stanie zdatności [6]. Wadą takiego rozwiązania jest 
wzrost masy, co w lotnictwie ma istotne znaczenie. Dlatego liczba takich struk-
tur jest ograniczana do niezbędnego minimum i dotyczy najistotniejszych ele-
mentów statku powietrznego, np. elementów sterowania, które są często dublo-
wane w postaci systemów elektrycznych i hydraulicznych.  

Drugą grupę stanowią niezawodnościowe struktury szeregowe. W przeci-
wieństwie do równoległych cechują się tym, Ŝe brak jest elementów rezerwo-
wych, a stan zdatności pojedynczego elementu determinuje zdatność całej struk-
tury [6]. Aby zatem taka struktura była w stanie zdatności, kaŜdy jej element 
musi być w stanie zdatności. Niezawodność struktury szeregowej opisuje zaleŜ-
ność:  

1

( ) ( )
N

i
i

R t R t
=

= ∏  (4) 

Statek powietrzny, jako złoŜone urządzenie techniczne, jest złoŜoną struk-
turą niezawodnościową, w której występują szeregowe i równoległe struktury 
niezawodnościowe [4, 6]. Stopień złoŜoności struktury niezawodnościowej jest 
efektem poszukiwania racjonalnego kompromisu pomiędzy poziomem nieza-
wodności i bezpieczeństwa eksploatacji a masą i udźwigiem statku powietrzne-
go. W takim układzie najbardziej istotnymi elementami z punktu widzenia nie-
zawodności eksploatacji są te, które cechują się duŜym ryzykiem wystąpienia 
uszkodzenia, a ich właściwości eksploatacyjne są istotne z punktu widzenia eks-
ploatacji całego statku powietrznego [4]. Gdy w takiej strukturze występują 
układy, które nie są zwielokrotnione, ale są znaczące z punktu widzenia nieza-
wodności całej konstrukcji, to ich wpływ na niezawodność eksploatacyjną statku 
powietrznego jest znaczący [4]. 

W klasie samolotów lekkich jedną z kluczowych struktur eksploatacyjnych, 
determinujących niezawodność całego statku powietrznego jest zespół napędo-
wy. Występuje on pojedynczo, przez co stanowi element struktury szeregowej  
w niezawodnościowej strukturze samolotu. Ze względu na charakter obciąŜeń 
oraz proces zuŜywania się jego elementów w procesie eksploatacji wykazuje on 
istotny wzrost podatności na uszkodzenia z czasem jego uŜytkowania. 

3. Analiza procedur dla stanów awaryjnych zespołu  
 napędowego samolotów lekkich  

Zespołem napędowym w małych samolotach lekkich jest silnik tłokowy ze 
śmigłem. PoniewaŜ nie jest to element zwielokrotniony, dlatego jego awaria 
stanowi istotny problem w procesie eksploatacji. Uszkodzonego zespołu napę-
dowego nie da się zastąpić innym zespołem, a jego awaria powoduje, Ŝe pilot  
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w stosunkowo krótkim czasie musi podjąć decyzję odnośnie do kolejnych czyn-
ności, które pozwolą uniknąć tragicznego w skutkach wypadku. Procedury po-
stępowania w stanach awaryjnych mają umoŜliwi ć pilotowi poprawne działanie, 
m.in. na wypadek zaistnienia awarii zespołu napędowego. Analiza instrukcji 
eksploatacji statków powietrznych i silników [14-20] pozwala wyodrębnić dzia-
łania przewidziane w stanie bezpośredniej awarii lub wyłączenia silnika oraz  
w sytuacji, gdy wskazania przyrządów oraz zachowanie silnika sygnalizują moŜ-
liwość utraty zespołu napędowego w najbliŜszym czasie. 

W instrukcjach eksploatacji samolotów lekkich [14-16] stan wyłączenia sil-
nika jest rozpatrywany w fazie startu oraz w fazie lotu. W odniesieniu do sytua-
cji wyłączenia silnika w fazie startu instrukcje podają procedury postępowania 
dla dwóch przypadków: gdy samolot nie oderwał się jeszcze od pasa startowego 
oraz gdy samolot jest w fazie wznoszenia po oderwaniu od pasa startowego.  
W pierwszym przypadku zalecenia dla pilota obejmują dwa moŜliwe scenariu-
sze, tj. gdy istnieje moŜliwość bezpiecznego wyhamowania samolotu przed koń-
cem pasa startowego oraz gdy nie ma moŜliwości bezpiecznego zatrzymania 
samolotu na pasie. W sytuacji gdy pozostała część pasa jest wystarczająca, zale-
ca się wykonanie hamowania. Gdy nie ma moŜliwości wyhamowania przed 
końcem pasa startowego, naleŜy przygotować samolot do moŜliwego incydentu 
w postaci zderzenia z przeszkodą itp. W instrukcji samolotu PIPER PA-28 [16] 
jest zalecane wykonanie ostrego zakrętu na ziemi, tzw. „ground loop”. W oby-
dwu przypadkach instrukcja wskazuje na konieczność odcięcia zasilania pali-
wem silnika, schowania klap, w celu zmniejszenia siły nośnej i zwiększenia 
efektywności hamowania oraz odłączenia zasilania elektrycznego i iskrowni-
ków. 

Podczas wyłączenia silnika po oderwaniu się od pasa startowego instrukcje 
w pierwszej kolejności nakazują przygotowanie statku powietrznego do bez-
piecznego lądowania. Pilot musi wybrać najkorzystniejsze miejsce do lądowania 
w locie bezsilnikowym, przy czym gdy samolot jest na małej wysokości, nie 
zaleca się wykonywania gwałtownych manewrów, w tym zawracania na lotni-
sko, gdyŜ jest to związane z duŜą utratą wysokości, co moŜe skutkować nieza-
mierzonym zderzeniem z ziemią przed dotarciem do miejsca lądowania. Następ-
nie, o ile istnieje taka moŜliwość, pilot powinien podjąć próbę zidentyfikowania 
przyczyn wyłączenia silnika i w uzasadnionych przypadkach spróbować go uru-
chomić.  

Przerwanie pracy silnika w czasie lotu na duŜej wysokości jest najczęściej 
następstwem przerwania dopływu paliwa lub złego wyregulowania obrotów [14- 
-16]. Procedury awaryjne nakazują pilotowi podobny sposób postępowania jak 
w przypadku awarii silnika na małej wysokości. 

W fazie lotu mogą wystąpić znamiona stanu awaryjnego silnika, które nie 
powodują od razu jego wyłączenia, natomiast niosą ze sobą informacje na temat 
zbliŜającej się awarii tego zespołu. Na samolocie Cessna 150 M instrukcja 
przewiduje postępowanie na wypadek wystąpienia niewłaściwych wskazań tem-
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peratury i ciśnienia oleju [14]. Wskazania niskiego ciśnienia i wysokiej tempera-
tury oleju sygnalizują zacieranie się silnika. NaleŜy wtedy zmniejszyć otwarcie 
przepustnicy i przygotować się do lądowania. NaleŜy planować lot w taki spo-
sób, aby moŜliwa była kontynuacja fazy lądowania nawet przy wyłączonym 
silniku. Po unieruchomieniu silnika nie naleŜy go ponownie uruchamiać. In-
strukcja [14] wskazuje na niejednoznaczność interpretacyjną pewnych sympto-
mów. Przykładowo, gdy ciśnienie oleju jest niskie, a temperatura oleju mieści 
się w normie, moŜe to oznaczać prawdopodobieństwo uszkodzenia zaworu re-
dukcyjnego ciśnienia zasilania, ale teŜ moŜe być to błąd wskazań przyrządów. 
Instrukcja w tej sytuacji zaleca przerwanie lotu i rozpoczęcie procedury lądowa-
nia w najbliŜszym moŜliwym terenie. Podobnie, gdy występuje normalne ciśnie-
nie oleju i wysoka temperatura, moŜe to oznaczać zbyt duŜe obciąŜenie silnika  
w panujących warunkach lotu lub zbyt niski poziom oleju w układzie olejowym. 
Zaleceniem instrukcji jest zmniejszenie prędkości obrotowej i kontrolowanie 
temperatury oleju. JeŜeli nie wróci ona do dozwolonego poziomu, naleŜy prze-
rwać lot i przystąpić do lądowania, uwzględniając, Ŝe w dalszym czasie moŜe 
wystąpić konieczność realizacji tej fazy lotu z wyłączonym silnikiem.  

W przypadku samolotu Piper PA 28-201 Arrow przy wzroście temperatury 
oleju wskazuje się na konieczność natychmiastowego lądowania w najbliŜszym 
moŜliwym terenie [16]. W instrukcjach silników Rotax [18, 19] przekroczenie 
temperatury oleju powyŜej dopuszczalnej wartości oraz spadek ciśnienia poniŜej 
minimum jest sygnałem do zredukowania mocy silnika oraz wykonania zapo-
biegawczego lądowania. Przekroczenie temperatury oleju powinno zostać wpi-
sane do ksiąŜki silnikowej. Zbyt wysoka temperatura głowic cylindra według 
instrukcji silnika Continental O-200-A [17] jest spowodowana niewłaściwym 
chłodzeniem. Zalecenia w tym względzie dotyczą lepszego dopasowania składu 
mieszanki do mocy silnika. Następnie naleŜy otworzyć zasłonki w systemie 
chłodzącym silnika i ewentualnie zwiększyć prędkość lotu. Gdy wspomniane 
działania nie spowodują obniŜenia temperatury głowic, trzeba zmniejszyć moc  
i przejść do procedury lądowania. Przed kolejnym startem konieczne jest wyeli-
minowanie przyczyny zaistniałej niesprawności. W instrukcjach silnika Rotax 
przy przekroczeniu temperatury głowic zaleca się zmniejszenie mocy do nie-
zbędnego minimum i wykonanie zapobiegawczego lądowania [18, 19].  

Nierównomierna praca silnika (spadek prędkości obrotowej, wibracje silni-
ka) moŜe być spowodowana przez oblodzenie, niewłaściwy skład mieszanki, 
awarię zapłonu lub zacieranie się silnika. Instrukcja silnika Cessna 150 M poda-
je, Ŝe w zaleŜności od domniemanej przyczyny takiego stanu pracy silnika zale-
cane jest odpowiednie postępowanie. Przykładowo, w przypadku gdy przyczyną 
niewłaściwej pracy jest oblodzenie gaźnika, naleŜy włączyć jego podgrzewanie. 
JeŜeli silnik nadal nie moŜe poprawnie pracować, zaleca się zmienić lot do wy-
sokości, gdzie oblodzenie gaźnika nie będzie występować. Gdy oblodzenia nie 
moŜna zatrzymać, zaleca się przerwać lot i wykonać procedurę lądowania  
w najbliŜszym dogodnym miejscu.  
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4. Wypadki lotnicze samolotów lekkich spowodowane  
 awarią zespołu napędowego 

Rejestracją i analizą wypadków lotniczych oraz działalnością na rzecz po-
prawy bezpieczeństwa lotniczego na terytorium Europy zajmuje się Europejska 
Agencja Bezpieczeństwa Lotniczego – EASA (European Aviation Safety Agen-
cy). Od 2006 roku prowadzi ona rejestrację zdarzeń lotniczych w klasie samolo-
tów lekkich o masie startowej do 2250 kg. Według danych za rok 2012 [3]  
w okresie od 2007 do 2011 r. średnioroczna liczba wypadków lotniczych dla 
samolotów lekkich w krajach członkowskich EASA wynosiła 486, a w 2012 r. 
– 397. Liczba zgonów na pokładzie samolotu, związanych z wypadkami lotni-
czymi w 2012 r. to 108. Była ona mniejsza o 13 od wartości średniorocznej za 
lata 2007-2011 (por. tab. 1.). Na podstawie analizy trendu zmian danych zawar-
tych w opracowaniu [3] moŜna stwierdzić, Ŝe w przypadku samolotów lekkich 
od 2006 r. liczba wypadków w państwach członkowskich EASA ciągle się obni-
Ŝa. Przykładowo, w 2006 r. mało miejsce 571 wypadków, w tym 75 ze skutkiem 
śmiertelnym, a liczba zgonów na pokładzie wyniosła 124 osoby [2]. 

Tabela 1. Zestawienie liczby wypadków lotniczych w samolotach lekkich w krajach członkow-
skich EASA (opracowano na podstawie [3]) 

Table 1. Comparison of the number of aviation accidents for light aircraft in EASA member coun-
tries (developed on the basis of [3]) 

Lata Liczba wypadków Wypadki śmiertelne Zgony na pokładzie Zgony na ziemi 

2007-2011 486* 61,8* 121* 1,2* 
2012 397 51 108 0 

 

* wartość średnioroczna dla danego okresu. 

 
Według zawartego w opracowaniu EASA podziału na przyczyny wypad-

ków lotniczych, zdarzenia spowodowane awarią lub wadliwym działaniem ze-
społu napędowego plasują się na 5. pozycji pod względem liczby wypadków. 
Awaria lub wyłączenie zespołu napędowego były przyczyną ok. 600 wypadków 
samolotów lekkich w okresie 2007-2012 (patrz tab. 2.). NaleŜy zwrócić uwagę, 
Ŝe w tej liczbie było 50 zdarzeń ze skutkiem śmiertelnym. Wskazuje to, Ŝe co 
ok. 12. wypadek spowodowany awarią silnika kończył się ofiarami śmiertelnymi 
na pokładzie samolotu.  

Osobno są analizowane wypadki z przyczyn paliwowych, do których zali-
cza się m.in: brak paliwa lub jego niewłaściwą jakość, przerwanie dopływu pa-
liwa, oblodzenie gaźnika. Wypadki spowodowane przez te czynniki wiąŜą się 
dosyć ściśle z niewłaściwym funkcjonowaniem zespołu napędowego. Włączając 
tę kategorię do analizy wypadków powstałych z przyczyn zespołu napędowego, 
uzyskano łączną liczbę wypadków lotniczych w analizowanym okresie wyno-
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szącą 860, w tym ze skutkiem śmiertelnym ok. 70. Ta grupa przyczyn plasuje się 
na 3. pozycji w kolejności przyczyn wypadków małych samolotów lekkich.  

Tabela 2. Zestawienie liczby wypadków lotniczych samolotów lekkich w okresie 2006-2011  
w kolejności przyczyn o największym udziale (opracowano na podstawie [3]) 

Table 2. Comparison of the number of light aircraft accidents in the period of 2006-2011 in order 
causes ranked according to the largest share (developed on the basis of [3]) 

Lp. Kategoria zdarzenia lotniczego Liczba 
wypadków 

Liczba wypadków  
ze skutkiem śmiertelnym 

1 Utrata kontroli podczas lotu 1200 410 
2 Nieprawidłowy kontakt z drogą startu 1170 15 
3 Utrata kontroli na ziemi 630 5 
4 Wyjście poza drogę startową 620 10 

5 
Awaria lub wadliwe działanie systemu zwią-
zanego z zespołem napędowym 

600 50 

6 
Awaria lub wadliwe działanie systemów nie-
związanych z napędem 

540 40 

7 Inne przyczyny niezdefiniowane w wykazie 420 50 
8 Utrata kontroli podczas lotu 303 119 
9 Z przyczyn paliwowych 260 20 

 
Przedstawione w tab. 3. zestawienie szereguje wypadki na podstawie udzia-

łu liczby wypadków ze skutkiem śmiertelnym w łącznej liczbie wypadków spo-
wodowanych danym czynnikiem. Wskazuje ono, Ŝe wypadki lotnicze spowo-
dowane awarią lub niewłaściwym działaniem zespołu napędowego bądź pali-
wowego plasują się na pozycjach 12. i 13., ze wskaźnikiem poniŜej 0,1. Najgor-
sze w tym względzie są wypadki spowodowane przez niezamierzony lot w wa-
runkach meteorologicznych dla lotów według wskazań przyrządów, ogień – 
dym po zderzeniu czy zderzenie z ziemią w locie kontrolowanym, gdzie wskaź-
nik liczby wypadków z ofiarami śmiertelnymi do ogólnej liczby wypadków dla 
danego czynnika osiąga poziom powyŜej 50%, a w pierwszym z wymienionych 
przypadków – nawet 80%. 

5. Podsumowanie i wnioski  

Przeprowadzona w pracy analiza wykazała, Ŝe silnik wraz z jego wyposa-
Ŝeniem i instalacjami jest kluczowym elementem struktury niezawodnościowej 
samolotu lekkiego. Jego znaczenie zwiększa fakt, Ŝe występuje on jako pojedyn-
czy element w strukturze niezawodnościowej samolotu. Dlatego istotne jest 
właściwe przygotowanie procedur postępowania na wypadek jego wyłączenia 
lub awarii. Analiza wypadków samolotów lekkich wskazuje, Ŝe ok. 30% z nich 
wynika z uszkodzenia, niewłaściwego działania lub wyłączenia zespołu napę-
dowego lub systemów z nim związanych (układu paliwowego). Natomiast odse-
tek zdarzeń ze skutkiem śmiertelnym w tej grupie wypadków jest mniejszy niŜ 
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10%. Zestawienie wskaźnika wypadków ze skutkiem śmiertelnym z łączną licz-
bą wypadków spowodowanych przez dany czynnik plasuje zespół napędowy  
w drugiej dziesiątce. Wskazuje to na duŜą poprawność procedur postępowania  
w stanach awaryjnych zespołu napędowego, które wprawdzie nie pozwalają 
uniknąć wypadku, niemniej łagodzą jego skutki, powodując, Ŝe większość  
z nich kończy się bez ofiar śmiertelnych. 

Tabela 3. Zestawienie przyczyn wypadków samolotów lekkich w krajach członkowskich EASA  
w latach 2006-2011 według największego wskaźnika wypadków śmiertelnych (opracowano na 
podstawie [3]) 

Table 3. Summary of light aircraft accidents in EASA member countries in the years 2006-2011 
according to the highest rate of fatal accidents (developed on the basis of [3]) 

Lp. Kategoria zdarzenia lotniczego 
Wypadki ze 

skutkiem śmier-
telnym [WS] 

Liczba  
wypadków  

łącznie [WŁ] 
WS/WŁ 

1 
Niezamierzony lot w warunkach  
meteorologicznych dla lotów  
wg wskazań przyrządów 

40 50 0,800 

2 Ogień – dym po zderzeniu 80 130 0,615 

3 
Zderzenie z ziemią w locie  
kontrolowanym 

60 115 0,522 

4 Nieznane lub nieustalone przyczyny 86 187 0,460 

5 
Bliskość w powietrzu, kolizja  
w powietrzu 

35 80 0,437 

6 Operacje na małej wysokości 119 303 0,393 
7 Utrata kontroli podczas lotu 410 1200 0,342 
8 Gwałtowny manewr samolotem 15 75 0,200 
9 Napotkanie turbulencji 15 118 0,127 
10 Inne niezdefiniowane przyczyny  50 420 0,120 

11 
Zderzenie z przeszkodą podczas  
startu/lądowania 

22 183 0,120 

12 
Awaria lub wadliwe działanie systemu 
związanego z zespołem napędowym 

50 600 0,083 

13 Z przyczyn paliwowych 20 260 0,077 

 
Przytoczone przykłady postępowania w stanach awaryjnych wybranych 

samolotów lekkich i stosowanych w nich silników wskazują, Ŝe pierwszą czyn-
nością, którą ma wykonać pilot w momencie utraty silnika, jest przejście do 
optymalnego z punktu widzenia osiągów samolotu lotu bezsilnikowego oraz 
dokonanie oceny terenu w celu wyboru miejsca do lądowania. Dopiero w kolej-
nym etapie pilot ma dokonać analizy przyczyn wyłączenia silnika i w uzasad-
nionych przypadkach podjąć próbę przywrócenia jego pracy. Zawsze, gdy przy-
czyna wyłączenia silnika nie jest moŜliwa do ustalenia, pilot musi lądować  
w najbliŜszym moŜliwym terenie. Lot moŜe być kontynuowany dopiero po zwe-
ryfikowaniu przyczyn zaistniałej sytuacji i dokonaniu oceny stanu technicznego 
zespołu napędowego i jego systemów. 
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Instrukcje wskazują na pewne symptomy uszkodzeń zespołu napędowego, 
których pilot nie moŜe jednoznacznie zinterpretować. Podjęte w tym zakresie 
dalsze działania powinny doprowadzić do wypracowania narzędzi diagnostycz-
nych umoŜliwiających jednoznaczną ocenę zaistniałej sytuacji awaryjnej. Ułatwi 
to pilotowi podjęcie właściwej decyzji, szczególnie Ŝe w sytuacji awaryjnej ra-
cjonalne myślenie ograniczają deficyt czasu, stres i wiele innych czynników. 
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ANALYSIS OF LIGHT AIRCRAFT ENGINE EMERGENCY  
PROCEDURES AND THEIR IMPACT ON THE EFFECTS  
OF AIRCRAFT ACCIDENT  

S u m m a r y   

Special analysis was done for small aircraft maintenance problems based on the complex 
structures maintenance theory. In this background the propulsion systems of small aircraft was 
carefully studied. The important role of this element in safe aircraft operation was studied and 
discussed. Based on the maintenance instructions of chosen light aircrafts the emergency proce-
dures for engine faults were analyzed. Then the reasons of light aircrafts accidents were studied.  
A significant proportion of accidents caused by engine fault in the total number of accidents in this 
aircraft class are indicated. In this way the conclusions about propulsion faults influence on the 
light aircrafts operability were formulated. Fatal accidents share in total light aircrafts accidents 
were analyzed too. In this way some conclusions were formulated about emergency procedures for 
engine faults and their influence on fatal accidents. It is indicated that every twelfth accident is 
caused by propulsion system fault. Some conclusions were formulated about actual light aircraft 
maintenance problems connected with propulsion system faults and about future development of 
piston engine maintenance systems in light aircrafts. 

Keywords: safety, engines faults, systems reliability, aviation emergency procedures  
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ENDOCHRONIC MODEL OF PLASTICITY  
GENERALIZING SANDERS’S THEORY 

The Sanders’s theory of plasticity and quasi-statistical variant of incremental plas-
tic theory with isotropic and kinematic hardening in Novozhilov’s version are ge- 
neralized in the frameworks of the endochronic approach. The constitutive equa-
tions of endochronic theory of inelasticity including the ideas of Sanders, Novo-
zhilov and Valanis are formulated. The relations for the calculation of stresses and 
strains in uniaxial active and reversible material loadings are proposed. The formu-
las are obtained by using the elementary average principle of local values and by 
the simplest set of material constants and functions. Two types of initial conditions 
are considered in the calculations. The results of numerical modeling of inelastic 
material behavior under uniaxial active and cyclic loadings are presented. The re-
sults are compared with each other and with original Sanders’s theory. The simila- 
rity and differences between the generalized endochronic theory and the Sanders’s 
version are demonstrated. Several unusual manifestations of inelastic material be-
havior that require further theoretical analysis, calculations on the complex loading 
paths and the experimental verification are noted. 

Keywords: plasticity, theory, endochronic approach, constitutive equations, quasi- 
-statistical variant 

1. Introduction  

The new approach to the formulation of theory of plasticity was presented 
by Sanders in 1955 [1]. In its foundations the new theory used the set of the 
plane closed piecewise-linear yield surfaces and the macroscopic yield surface 
was interpreted as the envelope of local ones. The Sanders’s approach was pro-
moted actively by Klyushnikov [2]. It was found [2] that the potentialities of 
Sanders’s theory were similar to capabilities of deformation theory [3] and the 
conception of slip in Batdorf-Budiansky’s form [4]. The similarities of results of 
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the Sanders’s constitutive equations and Batdorf-Budiansky’s theory were no-
ticed by Bazant [5] for soils and concretes. The original multi-surfaces theory of 
plasticity by using the movement of smooth surfaces was proposed by Mroz [6].  

The limit quasi-statistical variant of Sanders’s theory accounting initial mi-
crostresses was published by Kadashevich and Novozhilov [7]. In 1971 the orig-
inal endochronic theory was proposed by Valanis [8, 9]. The active development 
of endochronic theories began after that [5, 10-13]. Today the endochronic ap-
proach is the generally accepted method in researches on the inelastic behavior 
of materials. There were some studies related to the endochronic theory with the 
famous classical ones: deformation theory [10], concept of slip [5], incremental 
theory [5, 14], etc.  

In this paper the formulation of the endochronic constitutive equations gen-
eralizing the Sanders’s plastic theory [1], the statistical approach for the incre-
mental plasticity [7] and endochronic ideas [15] is proposed. Quasi-statistical 
equations of the new theory are based on the movement of independent piece-
wise linear planar yield surfaces [7] and on technology of conversion from in-
cremental plasticity to endochronic theory [14]. 

2. New proposals 

As the base the quasi-statistical limit variant of Sanders’s theory taking into 
account the initial microstresses is considered [7]. It is supposed [7] that the first 
and the third invariants of stress tensor do not influence the process of plastic 
deformation. Also it is postulated that local yield surfaces remain the planar 
piecewise linear and move independently in Ilyushin’s space [3]. Each surface 
begins the motion when the stress point comes up to its boundary. Constitutive 
equations of that theory can be formulated in the form [7]: 
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Here ,kσ  ,p
kε  e

kε  are the components of stresses, plastic and elastic strains 

in vector Ilyushin’s space; p
iε  is the effective plastic strain rate, 

1 2( ) ;p p p
i k kε ε ε= ⋅  τ  is the yield limit; b  is a constant material parameter; G  is 
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the shear modulus; ...  is the mean value of any magnitude; 0ϕ  is the limit va- 

lue of angle ϕ  when the planes of the yield surfaces can not move. (The motion 

of the yield surfaces is fulfilled in the range 00 ϕϕϕ ≤≤−  only). 
Particularly, for uniaxial loading it was found [7] that: 
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Asymptotic behavior of solution (4), (6) is: 
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Based on the idea of Valanis about intrinsic time measure [15] the endo-
chronic variant of relations (1)-(3) is proposed now. The new vector krb  is in-

troduced in place of vector p
kbε  according to formula: 
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G
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The definition (8) contains the endochronic parameter α  and 10 ≤≤ α . 
Then we can write that: 
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As in the classical theory of endochronic type [15] three partial cases of the 
relations (8)-(10) are interesting: 

a) if 0,α =  then p
kkr ε=  and we have the various variants of incremental 

theory of plasticity, 
b) if 1,α =  then kkr ε=  and we have one of the limit variant of Valanis’s 

theory [8, 9], 
c) if 0,α →  then the solutions a) and b) can be differed essentially (under 

the cycling loading especially). 
Additionally it should be noted that the strains are not separated into the 

elastic and the plastic parts in endochronic approaches when 0.α ≥  
In endochronic theory [15] the constitutive equations contain the small term 

ασ&  for the guarantee of initial conditions as 0,ε =  0.σ =  In present variant of 
theory (8)-(10) the condition: 
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for provision of correctness of the equations from initial value 0.φ =  
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can be established also that 
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3. Numerical modeling and results 

To demonstrate some features of the new endochronic version of the Sand-
ers's theory the numerical simulations of inelastic material behavior under uniax-
ial loading and cyclic loadings were made. The solutions for uniaxial tension are 
presented in fig. 1.:  

• the graph а) is based on the theory of Sanders [1], the formulas (4)-(7), 
• the diagram b) is the result of using the endochronic variant in the form 

(11) and (14), 
• the curve c) is the consequence from the endochronic formulae (11) and 

(16).  
The solutions for uniaxial cyclic loading according to the scheme of San- 

ders, by formulas (11), (14), (17) and by the methods (11) and (16) are shown in 
figs. 2-4, respectively. In this modeling the forward tension 1σ  up to value 

0
11 σσ =  then changes the direction to the opposite. Symbol 0

1ε  denotes the 

strain when the stress is equal to 0
1σ . It should be noted that according to the 

ideas of Sanders [1] the plastic strains in forward-reverse loading are generated 
by other planar yield surfaces located in range of values from π φ− +  to π φ+ . 

In all calculations it was accepted when 00 ≥ϕ , 1=α , 12 =G , 1=τ  and 
2π 1,b =  i.e. the material was taken as hypothetical. 

Using the relations (11) and (14) the solution of uniaxial forward-reverse 
loading can be obtained in the form of: 

0
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In the figure 1. the line a) corresponds to the diagrams of elastic-linear-
hardening materials and the graphs b) and c) are weakly nonlinear as a conse-
quence of the selected parameters for calculations. But the cyclic „stress–strain” 
curves in the figs. 2-4 may be challenged by experimenters. However, they are 
presented here deliberately to emphasize the specific approach of Sanders and 
need further development of the method proposed above. 
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Fig. 1. Stress–strain curves under uniaxial loading: a-c – explanation 
in text  

 

 
Fig. 2. Cyclic uniaxial loading on outlines of Sanders 
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Fig. 3. Uniaxial forward–reverse deformation according to eqs. (11), 
(14), (17) and (18) 

 

 
Fig. 4. Uniaxial tension–stress using cycling formulas (11) and (16)  

 

4. Conclusions 

Thus, the constitutive equations of the new endochronic variant of nonelas-
tic theory in quasi-statistical case are proposed. The equations take into account 
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the microstresses and generalize the Sanders’s approach. The results of numeri-
cal modeling demonstrated the supplementary potentialities in description of 
nonlinear behavior of materials with initial microstresses. But the results of cal-
culations of uniaxial active and reversible loadings are unexpected. In this re-
gard, the authors plan to perform calculations on the complex loading paths of 
real materials, to accomplish the special experiments on soils and rocks and to 
make a final conclusion about the ideas of Sanders. 
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ENDOCHRONICZNE UOGÓLNIENIE TEORII PLASTYCZNO ŚCI 
SANDERSA  

S t r e s z c z e n i e  

W pracy w ramach podejścia endochronicznego dokonano uogólnienia teorii plastyczności 
Sandersa i quasi-statystycznego wariantu przyrostowej teorii plastyczności dla izotropowego 
kinematycznego umocnienia NowoŜyłowa. Sformułowano równania konstytutywne endochro-
nicznej teorii zachowania niespręŜystego, oparte na koncepcjach Sandersa, NowoŜyłowa i Valani-
sa. Zaproponowano zaleŜności obliczeniowe dla napręŜeń i odkształceń w przypadku aktywnego 
jednoosiowego obciąŜenia odwracalnego. ZaleŜności te otrzymano przez zastosowanie zasady 
uśredniania wartości lokalnych dla podstawowego zestawu parametrów materiałowych. W obli-
czeniach rozwaŜano dwa typy warunków początkowych. Zaprezentowano wyniki obliczeń nume-
rycznych dla materiału niespręŜystego poddanego aktywnemu obciąŜeniu jednoosiowemu oraz 
obciąŜeniu okresowemu. Dokonano analizy porównawczej wyników, w tym z wykorzystaniem 
teorii Sandersa. Przedstawiono róŜnice i podobieństwa pomiędzy uogólnioną teorią endochronicz-
ną a teorią Sandersa. Wyszczególniono wiele niestandardowych efektów niespręŜystego zachowa-
nia materiału, wymagających dalszych badań teoretycznych.  

Słowa kluczowe: plastyczność, teoria, endochroniczne podejście, równania konstytutywne, wersja 
quasi-statystyczna  
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COMPARATIVE 3D FEM ANALYSIS OF THREE 
DIFFERENT DENTAL IMPLANT SHAPES  

This paper presents the results of numerical modeling using the finite element 
method of three implants. Geometric models of individual parts of the analyzed 
system (implant, abutment and screw) and the standard models of the bone and the 
crown were built in the Ideas NX environment. On the basis of real geometric 
models the fully three-dimensional numerical models were built. The calculations 
for different implant systems were carried out using MARC/Mentat commercial 
software. The numerical models of each system consist of five deformable bodies 
being connected to each others. Modeling was carried out in two stages. The first 
stage includes the modeling of the stresses in the bone-implant-abutment-screw as-
sembly. The preload of models was set so that the axial stress in the screw core is 
equal to 75% of yield stress of material from which the screw was made. In the 
second stage the model with assembly stresses was being loaded with oblique force 
on the crown with values in the range from 0 to 250 N. An analysis and compari-
son of stress distributions and values of stresses in analysed implant systems were 
carried out. This investigation shows the meaningful influence of the shape of im-
plant of an abutment on distribution and values of stress, load capacity of individu-
al implant systems, and furthermore, stress in osseous tissue. 

Key words: dental implants, 3D numerical analysis, load, stress distribution  

1. Introduction 

Osseointegrated dental implants have been accepted as one of the major 
treatment concepts for restoring completely and partially edentulous patients 
over the last three decades [1-3]. These osseointegrated implants have to support 
the partial or full structure for dental replacement. On the other hand dental im-
plants replace the lost physiological functions. The support of teeth and implants 
is inherently different. Tooth is viscoelastically supported in the bone, promoting 
an elastic deformation pattern, while the implant, due to its stiffness, is fairly 
more rigid [4]. A dental implant system consists of an implant that is surgically 
implanted in maxilla or mandible, and an abutment that mates with the implant 
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once the implant successfully osseointegrates to the bone. Depending on the 
specific system used, an abutment can include a machined connection mecha-
nism within itself or can be clamped onto the implant by means of an abutment 
screw. The dental prosthesis is then fabricated over the abutment. In general, the 
success of the treatment depends on many factors affecting the bone–implant, 
implant–abutment and abutment–prosthesis interfaces [5-6]. In evaluation of the 
long-term treatment concept of a dental implant, there are several factors which 
play a great role in clinical success, such as: reliability, initial stability of the 
implant–abutment interface and long-term osseointegration that provides lasting 
incorporation into the bone and depends on implant design features such as ma-
terials, geometry and fixation methods. The last two factors are also mentioned 
in [4-7]. Despite the success of dental implants reported by a vast number of 
articles there are significant problems noticed in dental implant systems such as 
screw loosening and bone resorption. In order to prevent the loosening, a preload 
is applied to the retaining screw even that many trials are not able to eliminate its 
occurrence, and marginal bone resorption around implants is still unavoidable. 
The aim of this study was to assess the role of implant/abutment joint designs 
with occlusion loads transferred to the surrounding bone media using the finite 
element method. 

2. Numerical models and materials 

Three-dimensional geometric models of individual components of three dif-
ferent analyzed systems of dental implants performed in Ideas NX program are 
shown in fig. 1. Due to the plain symmetry of the analyzed systems a half of 
geometry was built. This allowed reducing complexities of the estimated issue 
and shortening the computation time, without affecting the accuracy of the re-
sults obtained by modeling. Geometric model of each system (fig. 2.) consists of 
bone, implant, abutment, screw, and the crown. Geometric model of the bone 
and the crown was made equal for all tested implant systems. Both the shape of 
the bone and the crown has been simplified in relation to natural one. This sim-
plification was made because the precise mapping of the shape of the natural 
bone and the crown for comparative studies of different systems has no signifi-
cant effect on the results, a model can greatly simplify the numerical analysis of 
mechanical system. While modeling the geometric models, a particular attention 
has paid to accurate copying of the shape and dimensions of the implant, the 
screw and the abutment in individual systems (fig. 1.). This is especially im-
portant for comparative studies. The tested systems chosen so as to be in the 
same group of measurements differ mainly in the shape of the implant-abutment 
connection. As a consequence of modeling, geometric models of individual 
components are made so that the numerical model after discretization can in-
clude as many relevant details of construction as phases, undercutting or rays. 
Insignificant details have been omitted during the discretization of the model. 
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Fig. 1. Implant systems which have been chosen for the 
test: a) Ankylos, b) Astra Tech, c) Xive 

 

  
Fig. 2. The exemplary geometric 
model of the analysed system Astra 
Tech: 1 – crown, 2 – abutment,  
3 – screw, 4 – implant, 5 – bone 

Fig. 3. Boundary conditions and the 
place of load application 

 

Numerical models and calculations of studied implant systems were con-
ducted using the MSC MARC/Mentat system. Three-dimensional, isoparamet-
ric, 10-node tetrahedron elements 127 were used to the discretization of individ-
ual parts of the numerical model [8]. Each edge forms a parabola so that four 
nodes define the corners of the element and a further six nodes define the posi-
tion of the „midpoint” of each edge. This allows for an accurate representation 
of the strain field in elastic analyses. Applying 10-node elements of the second 

 
a) b) c) 



552 S. Kut 

order compared with four-node elements of the first order enable more precise 
copy of the shape of the geometrical model and reduce the influence of the num-
ber of elements on the sensitivity of the numerical solution. This allows obtain-
ing good results by modeling with a much smaller number of finite elements. 
The total number of finite elements in each numerical models was about 24 000. 

Analyzed cases constitute the typical contact issue. Numerical models of 
individual systems consist of five deformable bodies (bone, implant, abutment, 
screw and crown). In all cases, glue contact type has been established between 
the abutment and the crown and between the implant and the bone. Between 
remaining surfaces of deformable bodies encountering oneself a contact of the 
type touching was accepted described with Coulomb’s law. The value of the 
friction coefficient between these surfaces was assumed µ = 0.36  [9]. Boundary 
conditions have been assumed so that from the outermost the transfer of extreme 
nodes of bone was blocked, while in the plane of symmetry a symmetric contact 
was assumed (fig. 3.). In all cases, the system was loaded by force P applied  
to the crown at an angle of 45o in the range from 0 to 250 N. Place and manner 
of application of the load to the model in the form of the force P values Px = 
= Py = P cos 45o are presented in fig. 3. 

Knowledge of materials, from which they were made individual elements of 
implant systems and their mechanical characteristics, is the basis of modeling 
success. In practice, dental implants are manufactured from titanium alloy. 
Commercial pure titanium, Ti-6Al-4V and Ti-6Al-4V ELI have basically been 
developed for structural materials although they are still widely used as repre-
sentative titanium alloys for implant materials. Recently, V free α + β  type al-
loys such as Ti-6Al-7Nb and Ti-5Al-2.5Fe have appeared as implant materials 
[10]. In addition, V and Al free α + β  type alloys composed of non-toxic ele-
ments like Ti-15Sn-4Nb-2Ta-0.2Pd and Ti-15Zr-4Nb-4Ta-0.2Pd have been de-
veloped [11]. Low modulus alloys are nowadays desired because the module of 
alloys is required to be much more similar to that of bone. The β typ alloys have 
been, therefore, developed or are developing mainly in the USA [12]. They are 
composed of non-toxic elements like Nb, Ta, Zr and so on. Pure titanium and Ti-
6Al-4V type alloys are also the main implant materials in the dental field. How-
ever, titanium alloys used as dental implant materials are the same as those for 
surgical implant materials. The alloys for other dental usage like crown, clasp 
and so on has somewhat different compositions compared with those for surgical 
implant materials except for Ti-6Al-4V and Ti-6Al-7Nb. They are in general 
processed by casting and superplastic forming. 

The aim of these conducted investigations is comparing the influence of the 
shape of different systems of dental implants. For this reason they assumed that 
individual elements of all studied systems were carried out for the same materi-
als. They assumed that the implant, the abutment and the screw had been made 
of titanium Ti-6Al-4 V alloy [10]. For these elements to modeling, an elasto-
plastic material model without strain hardening phenomenon was adopted. For 
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remaining elements (the cortical bone, the cancellous bone and the crown) an 
elastic model of material was accepted. Mechanical properties of individual ma-
terials used in modeling are presented in the tab. 1. 

Table 1. Material properties used in the finite element model 
 

Element of the model Young’s modulus 
[MPa] Poisson’s ratio Yield stress 

[MPa] 

Implant, abutment,  
abutment screw [10] 

110000 0.3 729  

Crown [13] 66900 0.29 - 
Compact bone [14] 13760 0.3 - 

Cancellous bone [14] 7930 0.3 - 

 
Preliminary stresses are playing a very important role in correct functioning 

of the implant system, incurred as a result of tightening the implant to the abut-
ment clamped by means of an abutment screw. Too high value of the initial 
stress can affect the bone tissue which is very unfavorable. One of the main 
complications is the inflammation of the peri-implant tissues called peri-
implantitis. Moreover the high value of preliminary stresses in combination with 
stresses originating from occlusal forces can trigger inadmissible permanent 
plastic deformations of the abutment screw or the implant. On the other hand, 
excessively low values of assembly stress can lead to the relief of combined 
elements under the influence of variable loads, and hence to their destruction. 
Therefore it is very important at the time of mounting the torque. So that to 
make the implant-abutment joint correct, the screw should always be initially 
stretched irrespective of occlusal forces (chewing forces). While burdening the 
implant system, the preliminary tension in the screw should not fall to zero or 
did not cross the border of the screw’s plasticity. The load of the screw depends 
on the type of the abutment. Conducted investigations [13] showed that optimal 
preliminary loading of the screw after the assembly should be 75% yield stress 
of material from which it is made. Therefore, the strength of screws preload of 
each system established so that the initial stress in the core was about 547 MPa. 
For example, the screws with a diameter of core of 1.2 mm (Astra Tech system) 
the value of preload force was 618 N.  

While modeling preliminary stresses in the system were being triggered to 
this purpose exploiting abilities of the contact of the type glue. For this purpose 
the screw was divided into two deformable bodies, and a crack was created be-
tween them. After starting calculations in the first step surfaces are moving to 
themselves and then they are being glued together, what in the analyzed ar-
rangement assembly stresses are arising as a result of it. The size of gap was 
such that the surface of the tightening of screw surface induces stress in the core 
of the required values indicated above. 



554 S. Kut 

3. FEM simulation results 

Performed numerical modeling allowed to appoint disintegrations and val-
ues of stresses appearing in individual areas of component parts of studied im-
plant systems. A comparative analysis of stresses was carried out for individual 
parts of the system. First an analysis of the effect of the type of the implant sys-
tem on bone tissue was conducted. From the relation between the effective ten-
sion and the load P (fig. 4.) results, that the impact of the type of the implant 
system on the size of stresses which are transferred to the bone is very signifi-
cant. The figure 5. presents the values of stresses transferred to the bone in the 
most loaded site A. For the load P = 0 N initial stress occurring in the system is  
a result of an implant abutment joint tightened with a screw. Preload (assembly) 
all the time impacts on bone regardless of the load of external occlusal forces. 
Therefore, their value is very important and is approximately 13.5 MPa for Xive, 
10.5 MPa for Ankylos and 8.5 MPa for Astra Tech. After applying load P the 
value of stresses increases. The largest increase in the stress value was observed 
for the Astra Tech (fig. 4. – red line), and lowest for Xive (green line). In all 
cases, the tension rising in proportion with the load. When the load P = 100 N 
the intensity of stress in the most loaded place of bone is for Ankylos 69%, and 
for Astra Tech system up to 153%, higher in comparison with Xive system. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 4. The relation between the effective stress transferred to the 
bone and the load for studied systems  

 
Further comparative analyses of disintegrations and stresses values in 

abutments of implants and individual screws of implant systems were carried out 
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using the non-dimensional standardized tension in the form of the indicator:  
k = (effective stress/yield stress). 

If (0 < k < 1) the material deforms in the elastic range. If k = 1 then the sub-
stitutive load reaches a value of plasticizer load equal to yield of material of 
which the structural element is loaded. In cases where k > 1 the material plas-
tically deforms, which leads to permanent deformation of structural elements. In 
endurance analyses of structural elements the k indicator with the help of one 
numerical value is announcing the possibility of using the carrying capacity of 
individual elements of the structure. In order not to allow to the material plasti-
cizing, and hence causing long-lasting deformations of the structure oneself, the 
value of an indicator should be 0 < k < 1. Therefore, the use of such a normal-
ized stress index k is very comfortable, which was used in the analysis of re-
search results presented in this work. 

Figure 5. presents the stress distribution and the values of normalized  
index k in the abutments of  analyzed systems after a load of P = 200 N. One can 
see the large impact of component force Px causing bending of the system and 
consequently stress concentration on the values of k ≈ 1 (Ankylos and Astra 
Tech systems). In case of the Ankylos system relatively the small size of the 
implant abutment interface caused the great concentration of stresses which is 
biggest in the action area of stresses from the bending force (yellow color). This 
is the most dangerous place in the abutment under load so that it can be plasti-
cized. It is similar to the case of an implant abutment joint of Astra Tech system. 
Stress from bending forces is concentrated, and this pattern of force can lead to 
permanent deformation of the abutment in the area of greatest stress values (yel-
low color). Much better situation is in implant abutment joint of the system 
Xive. In this case, the indicator k does not exceed the value of 0.7 (fig. 5.).  

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 5. Comparison of distributions of the normalized 
stress index k in abutments after load (P = 200 N) for dif-
ferent implant systems: a) Ankylos, b) Xive, c) Astra 
Tech  

 a) b) c) 
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Implant abutment connection form is designed so that both the load from 
the component axial force Py and the bending force distributed on a large surface 
area of contact which substantially reduces the level of stress. Similarly is in the 
case of implants, in which the stresses are a result of the impact of load applied 
to the crown and the connecting screws (fig. 6.). As well as, this case may be 
areas plasticized with the greatest values of stress, which are loaded with force  
P = 200 N have already reached the value of locally k ≈ 1 in the Ankylos and 
Astra Tech systems. In addition to the shape of the implant connection with the 
abutment, a screw has the significant impact on capacity of the system, whose 
task is to merge with the rest of the implant system, triggering and keeping pre-
liminary stresses (assembly). Initial stresses in the screw cores should be large 
enough so that while loading tooth crowns with the strength of the axial stress is 
not reduced to zero. The absence of this condition may lead to loosening the 
connection, which is unacceptable. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 6. Comparison of disintegrations of the normalized 
stress index k in implants of individual systems: a) An-
kylos, b) Xive, c) Astra Tech; load P = 200 N 

 
Figure 7. presents the stress distributions and deformations of examined 

implant systems under the impact of load values P = 200 N. Ankylos system  
is the least resistant to the transfer of bending forces. The weakest element in 
this system is a screw, which is the earliest part that plasticized, with power  
P ≈ 100 N. Astra Tech system (fig. 7c), compared with Ankylos system (fig. 7a), 
demonstrates greater resistance to lateral forces. In this case, stress from the 
bending is transmitted by the conical surfaces. However, increasing the power 
P ≈ 200 N may plasticize most loaded areas (yellow), and consequently lead to 
the deformation of the system. The most resistant to the transfer of both axial 
and lateral loads is Xive system (fig. 7b). In this case, the load P = 200 N does 
not cause significant deformation of the system, and stress values are below the 
yield point (k < 1). The shape of the abutment and the implant cause that forces 

a) b) c) 
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transmitted by the screw is considerably smaller than in the other analyzed sys-
tems. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Fig. 7. Comparison of the deformation and distri-
bution of the normalized k index for different 
values of loads for individual systems: a) Anky-
los, b) Xive, c) Astra Tech 

4. Conclusions 

These studies demonstrated that in case of oblique load most beneficial both 
in the aspect of applied load on bone tissue, as well as the carrying capacity and 
the stiffness is implantological system Xive. It can transfer loads a little bit 
above 200 N without significant deformations. The shape of the connector in this 
system is so designed that big gradients of stresses do not appear. However it has 
the most complex shape of the connector, which can influence on inaccuracies of 
performing connection between the implant and the abutment. Ankylos system 
can transmit high axial loads, but is the least resistant to lateral loads. Applied 
oblique power with the P ≈ 100 N value can trigger permanent deformations in 
this system. The weakest element in this system is a screw, which first can be 
subjected to yield and trigger further permanent deformations of the system. The 
Astra Tech transfers both axial and lateral forces. However, the conical shape of 
the connector can, at great axial loads cause stretching the cone and thus it re-
duces the preliminary tension triggered by the screw. That in consequence may 
lead to implant connection loosening. Lateral forces cause considerable stresses 
concentration and straining the screw, moreover it significantly reduces the car-
rying capacity of the system, which for the modeled coincidence was slightly 
less than 150 N. 

 a) b) c) 
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BADANIA PORÓWNAWCZE TRZECH RÓ śNYCH KSZTAŁTÓW  
IMPLANTÓW DENTYSTYCZNYCH Z ZASTOSOWANIEM 3D MES 

S t r e s z c z e n i e  

W pracy przedstawiono wyniki modelowania numerycznego MES trzech systemów implan-
tologicznych. Modele geometryczne poszczególnych części badanych układów (implant, łącznik, 
śruba) oraz standardowe modele kości i korony zostały utworzone w programie Ideas NX. Na 
podstawie modeli geometrycznych zbudowano trójwymiarowe modele numeryczne badanych 
systemów. Symulacje numeryczne poszczególnych systemów implantologicznych przeprowadzo-
no za pomocą komercyjnego oprogramowania MARC/Mentat. Model numeryczny kaŜdego sys-
temu składał się z pięciu ciał odkształcalnych połączonych ze sobą. Analizę numeryczną dla po-
szczególnych systemów implantów przeprowadzono w dwóch etapach. Pierwszy obejmował 
modelowanie napręŜeń montaŜowych. ObciąŜenie montaŜowe było zadawane w taki sposób, aby 
napręŜenia osiowe w rdzeniu śruby wynosiły 75% granicy plastyczności materiału, z którego jest 
ona wykonana. W drugim etapie model ze wstępnymi napręŜeniami montaŜowymi był obciąŜany 
na koronie ukośnie siłą w zakresie wartości od 0 do 250 N. Dokonano analizy oraz porównania 
rozkładów i wartości napręŜeń występujących w badanych systemach implantologicznych. Bada-
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nia wykazały znaczący wpływ kształtu implantu oraz łącznika na rozkład i poziom napręŜeń oraz 
nośność poszczególnych systemów implantologicznych, a takŜe na napręŜenia w tkance kostnej.  

Słowa kluczowe: implanty dentystyczne, analiza numeryczna 3D, obciąŜenie, rozkład napręŜeń  

DOI: 10.7862/rm.2014.58 
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NUMERICAL SIMULATION  
OF DEEP-DRAWING PROCESS 

The article deals with the analysis of formability of deep-drawing DC06 steel 
sheets. The aim of the investigations is to verify possibilities of formability of 
sheet metal with thickness of 0.85 mm. The mechanical parameters of the sheets 
have been determined in uniaxial tensile and bulge tests. The numerical simula-
tions using AUTOFORM has been carried out for two drawpiece models. Obtained 
results can be used during the simulation of real forming process. 

Keywords: formability, numerical simulation, steel sheet 

1. Introduction 

The term process simulation describes all methods by which one or more of 
the process parameters are predicted approximately. The aim of the determina-
tion of these parameters is usually one or more from the following: checking the 
feasibility of the process design, evaluating the product properties for service use 
and optimize the production sequence [1].  

The deep drawing process is nowadays frequently used technology of man-
ufacturing products in industrial sphere. Many factors influence procedure of 
forming process. In order to optimizing this process is necessary to perform 
numbers of tests, which results may predict problematic and critic areas on the 
future product. Due to this are in industrial practice often used numerical simula-
tions which often work on FEM principle and different time integration scheme. 
The most known integration schemes are static implicit and dynamic explicit 
integration scheme. In explicit strategy the current time step is solved once, re-
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sulting from previous time step. Based on required accuracy the mesh is locally 
redefined and changed. The problem is not solved again, and the solving process 
is not iterated. Method is convenient for a task where the solution does not 
change in time [2]. Implicit strategy is in every time step starting from the previ-
ous time step and a mesh is generated using local refinement due to requiring 
accuracy of problem, which is calculated resulting from current mesh. This solv-
ing process is iterated until the estimated error is between the bounds of interval 
of requiring precision. If the time step between new iteration is not too large, the 
time of solving process is usually very small [2]. Nowadays, this method is in-
dispensable in phase of production proposal, because the accuracy of results 
obtained during the simulation has been proved in many scientific works. Espe-
cially in cases of irregularly and complicated draws it can be the only economi-
cal way to obtain optimal parameters of production process [3, 4].  

The aim of contribution is to verify possibilities of formability in the nu-
merical simulation according to material properties of deep-drawing steel sheet 
reached from uniaxial and biaxial tensile tests. The numerical simulations using 
AUTOFORM has been realized carried out on for two drawpiece models. Ob-
tained results can be used during realization of real forming process. In the simu-
lation of proposed shapes of drawpieces AutoForm software with Incremental 
module has been used. It is used to solve exact and also very quick simulation of 
deep-drawing of sheet by using implicit time integration. This method is not 
appropriate for very quick processes, for example deformation during crash. 
AutoForm uses for the analysis the membrane and shell elements. The software 
automatically generates the discreet net. It does not need any difficult settings 
and corrections of the net made in this way. Considering these advantages the 
time of preparation of model and calculation is radically shortened. 

2. Experimental material and methods  

The simulation of deep-drawing process has been carried out for a deep-
drawing DC06 BZE 75/75PHOL steel with thickness of 0.85 mm. Experimental 
material has been mutually zinc-coated, with amount of zinc 75 g/m2. Chemical 
composition of material declared by producer is: C = 0.02%, Mn = 0.25%, P = 
0.02%, S = 0.02% and Ti = 0.3%. Uniaxial tensile test has been conducted ac-
cording to STN EN ISO 6892-1 standard on measuring equipment TIRA-test 
2300. The specimens for tensile tests were cut under the angle of 0°, 45° and 90° 
with respect to the rolling direction of the sheet. Values of mechanical proper-
ties, coefficient of normal anisotropy and strain hardening exponent achieved by 
uniaxial tensile test are shown in tab. 1.  
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Table 1. Values of mechanical properties of DC06 steel 
 

Direction  
 [◦] 

Rp0.2 

[MPa] 
Rm 

[MPa] 
A80   
[%] r  rm ∆r n  nm ∆n 

0 145 292 50.9 1.888 

1.753 0.576 

0.261 

0.258 0.005 45 151 298 47.9 1.464 0.255 

90 149 290 48.0 2.193 0.259 
 

 
Biaxial tension belongs to the most unfavourable schema of stress by plastic 

deformation of sheet. Hydraulic bulge test represents a method to obtain the 
stress–strain hardening curve for sheet metals. Measured signals are by means of 
technological card and own software program worked in graphic dependency 
„stress–strain”. All samples have been tested to break the material. Values of 
selected material parameters of DC06 steel achieved from bulge test are as fol-
low:  

• yield stress Rp0.2 = 143 MPa, 
• ultimate strength Rm = 289 MPa, 
• total elongation A = 59.6%. 
To verify the possibility of deep-drawing steel sheet formability two types 

of drawpieces have been proposed. Individual geometries have been made in 
CAD software CATIA V5. Specifically it is a „Generative Sheet Metal Design” 
module which contains many possibilities for creation of optimal angles, curva-
tures, shapes and transfer areas. The formability of deep drawing DC06 steel 
sheets is investigated for drawpiece types A and B (fig. 1.). In first case of draw-
piece (A) the height is 50 mm and sheet thickness 0.85 mm. For another variant 
(B) drawpiece height is 90 mm and sheet thickness also 0.85 mm.  

Geometry of drawing tools, blanks and breaking ribs in the simulation of 
deep-drawing has been deduced from 3D models of proposed variants. Basic 
parameters like curvature radius of the punch and the die or location and the 
shape of braking ribs are predefined in the model. In environment of simulation 
border references of tools automatically derived from imported drawpiece model 
are only determined. Derived geometries of drawing tools automatically gener-
ated in AutoForm with the value of punch and die offset corresponding to sheet 
thickness of 0.85 mm are shown in fig. 2. 

Many models can be used for calculation of hardening curve, yield surface 
and determination of FLC curve. Following models have been chosen:  

• hardening curve: Ludwik law – required parameters are: strain hardening 
exponent n and material constant K or yield strength Re, 

• yield surface: Hill criterion – required variables are directional values of 
normal anisotropy coefficients: r0º, r45º, r90º, 

• FLC curve: model Arcelor V9 – required fields are AG90 and a yield 
strength Rm90°.  
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Arcelor V9 model can be used for steel sheets exhibited following range of 
values of mechanical parameters: Rm90º from 260 to 1500 MPa, sheet thickness 
from 0.5 mm to 3.5 mm and coefficient r90º from 0.6 to 3.0. 

 
a)      b) 

 

 

Fig. 1. Variants of drawpiece A (a) and B (b) with defined basic dimensions in mm   

 

 
Fig. 2. Geometry of punch, die and blankholder 

 
Complexity of each step by proposal of deep drawing process depends on 

complicatedness of drawpiece. For drawing simulation of proposed models the 
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use of braking ribs has also been necessary. Their geometry has been also in 
advance proposed as a component of drawpiece. In the simulation braking ribs 
have been assigned to blankholder´s reference. Each steps used for definition of 
process are following:  

• definition of blank shape, material DC06 and its thickness a0 – orienta-
tion of blank in direction 0º across to direction of rolling, 

• definition of drawing tools references, 
• definition of friction – special lubrication with coefficient of friction 

µ = 0.05 has been assumed, 
• definition of movements of drawing tools for system closing and draw-

ing, assigning of constant force for blankholder and braking ribs. 

3. Results and discussion 

AutoForm Incremental gives accurate results, where it is possible to get 
easily basic criterion, which shows rightness of choice of technological and con-
structional parameters of drawing process. It is mostly the criterion of compress-
ibility, breaking, waving and thinning. The aim of deep drawing is to reach the 
biggest transformation which suppresses the unwanted effect of springback and 
increases the strength of drawpiece. But unwanted phenomenon like splits, ex-
cessive thinning of material, compressing of material and thickening of material 
must be stopped. 

In the figure 3. distribution of sheet deformation and FLD diagram of the 
drawpiece A after shearing-off is shown. In area of the smallest radius of the 
basic outline is a small area (yellow colour) signalizing excessive thinning and 
other areas (blue colour) pointing at compression in material. As we can see on 
FLD diagram these areas do not represent a risk for process realization, material 
is mostly uniformly deformed (green area). In the figure 4. distribution of sheet 
deformation and FLD diagram of the drawpiece B after shearing-off is shown. 
As it is a model with the height of 90 mm, the draw is considerably deforming 
into final shape at the expense of the thickness of the original blank (yellow 
area). Another defect is smaller area of strain hardening of material (green col-
our), which predicates its lower strength and higher rate of springback. 

This analysis gives percentage thinning of draw sheet. Negative values 
mean the loss of thickness, otherwise positive values mean pressing of material 
in certain area. In figure 5. the maximum and minimum value of percentage 
sheet thinning is shown. Thinning in the most critical point for the draw A has 
the value of 0.54 mm, which is 36% of the original thickness of 0.85 mm. Thin-
ning in the most critical point for the draw B has the value of 0.53 mm, which is 
37% of the original thickness of 0.85 mm. Even if the height of the model B is 
40 mm longer, difference in reduction of thickness in critical areas between both 
models is fractional. However the size of surface, on which is the maximum 
thinning, is considerably bigger at model B (green area).   
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a)      b) 

 
Fig. 3. Final deformation distribution (a) and FLD diagram (b) of drawpiece A 

 
a)      b) 

 
Fig. 4. Final deformation distribution (a) and FLD diagram (b) of drawpiece B 

 

4. Conclusions 

Development of simulation processes of steel sheets forming is aimed on 
increasingly exact description of fractional quantity influencing on process. 
Many of these have been missed at the beginning of numerical simulation or 
there has been not made an appropriate mathematical model. Contribution has 
been dealing with evaluation of formability of deep-drawing steel sheet DC06 by 
use of simulation with proposed models of draws with significant difference of 
height (A = 50 mm and B = 90 mm). Tensile test was performed to determine 
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mechanical parameters of sheet. Qualitative evaluation of results for each model 
of draws has been described by FLD diagrams where secondary loss of stability 
(waving) or possibly tertiary loss of stability (breaking) has been evaluated. 
Simulations lead to occurrence of waving, however these areas represent waste 
in their final shape. Another criterion of evaluation was analysis of thinning 
which did not prove splits formation not even at height of draw 90 mm. How- 
ever the size of area in which excessive thinning occurred (bigger than 30%) is 
significant for model B. 

 
a)      b) 

 
Fig. 5. Results of percentage thinning of drawpieces A (a) and B (b) 
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SYMULACJA NUMERYCZNA PROCESU GŁ ĘBOKIEGO TŁOCZENIA 

S t r e s z c z e n i e  

Artykuł obejmuje tematykę analizy odkształcalności blachy stalowej głęboko tłocznej ga-
tunku DC06. Celem badań była weryfikacja moŜliwości odkształcania blach o grubości 0,85 mm. 
Właściwości mechaniczne blach określono w testach jednoosiowego rozciągania oraz wybrzusza-
nia blachy. Symulacje numeryczne w programie AUTOFORM przeprowadzono dla dwóch modeli 
wytłoczek. Otrzymane wyniki mogą być wykorzystane do symulacji rzeczywistego procesu for-
mowania. 

Słowa kluczowe: odkształcalność, symulacja numeryczna, blacha stalowa 
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THE FASTENERS PRESSING TECHNOLOGY  
IN THIN-WALLED STRUCTURES  

Nowadays, in the thin-walled structures industry a dynamic development of the as-
sembling technologies is observed. This development is caused by the ensuring of 
the manufacturing processes competitiveness. The mounting process, with the use 
of the constructional connections, is often the structure and quality construction 
last phase. The thin-walled fragments of the larger structures often have different 
tasks to satisfy. Sometimes, the performance of the structure requires the use of not 
only permanent joints but also use of the temporary fastening. The temporary fas-
tening allows for easier positioning and for their removal during repairs or mainte-
nance. This paper presents the importance of the pressed fasteners use in the thin-
walled structures during the assembly processes. The typical fasteners structures 
and the selected special solutions were presented. The bind rivet nut basic solu-
tions and their assembling technologies were described. 

Keywords: fasteners, blind rivet nut pressing, sheets joining, thin-walled struc-
tures 

1. Introduction  

The mounting process, with the use of the constructional connections, is of-
ten the structure and quality construction last phase. In the most cases the com-
mercial manufacturing of the finished products would be impossible, without the 
use of the various technologies during the assembly processes [1]. The individu-
al parts joining processes allow to create the functional spatial forms (fig. 1.). 
Still popular, in the assembly processes, are temporary fastening technologies 
(with screws and bolts use). The temporary fastening technologies enable to 
connect and disconnect the assembled parts without damaging them or damaging 
fasteners. 

In the thin-walled sheet metal elements it is often necessary to apply tempo-
rary fastening during the assembly process [2, 3]. This temporary fastening solu-
tion is the fasteners with the thread. Due to the very small thickness of the con-
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nected elements, there is the need to make appropriate thread length, in a par-
ticular place, to ensure adequate joint load capacity. Generally, there are three 
joining methods: 

• extract the hole rim and cut the thread on the formed cylindrical part (fig. 
2a), 

• welding the additional fastener (fig. 2b), 
• plastic deformation of the fastener or joined sheet material (fig. 2c). 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1. Part of the motorcar body structure manu-
factured using the different assembly technolo-
gies 

 
 

The first method allows to obtain direct screw joint, while the other two al-
low to obtain the indirect screw joint (with additional threaded elements). Each 
of these methods requires a different process technology, different mounting 
devices and in two last mentioned methods the additional fastener. The thin-
walled construction designers define the joints strength requirements. Then the 
appropriate joining method for this task is selected. Moreover, the axis load ca-
pacity and the torsional load capacity are also required. Therefore, it is essential 
to press the fastener in the sheet material appropriate to avoid its rotation  
(fig. 3.), during the final assembly process (tightening).  

 
a) b) c) 

 
Fig. 2. The basic solutions of the thread connections in the sheet metal structures:  
a) thread cut in the sheet material, b) the additional part with thread welded with 
sheet, c) the blind rivet nut with internal thread 
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Over time, the normal joining technology, by threaded connection, evolved 
and it is still changing (fig. 4.). It was caused by new requirements [4-6]. These 
days, a design solution variety is very large. Some parts of the fastener are simi-
lar to each other, and they are characterized by the same joining technology and 
their applications. Depending on the manufacturer they may differ in small de-
tails. Therefore, the most important and interesting technologies were presented. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 3. The fastener main load; 1 – the 
connecting element, 2 – the additional 
fastener, 3 – the washer, 4 – the mate-
rial with mounted fastener, 5 – the 
additional bolted material 

 
a) b) c) 

 
Fig. 4. The thread fasteners development: a) the classic bolted joint, b) the combination 
of the bolts and the pressed elements, c) the solutions in the case of the construction 
with closed spaces; 1 – the bolt, 2 – the classic nut, 3-5 – the blind rivet nut 

 

2. Fasteners used in the pressing technology 

During the structural connections designing many factors are taken into ac-
count, and the most important, which determinate the design process, are: 

• the geometry, structure and product material, 
• the required joint mechanical properties, 
• the assembly process, 
• the reliability, durability and safety, 
• the economics of the joining method, 
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• the special requirements, 
• the intensity of the mechanical and chemical interactions on the joint, 
• the knowledge obtained from the previous design concepts of the new so-

lutions.  
Taking into account these factors the fastener design and the assembly pro-

cess technology are developed. The pressed fasteners have grooves for the filling 
the sheet material. Depending on their shape and their location they can be 
blocked during the assembly process in the different way. From the point of the 
main groove shape and the additional notched grooves view the several funda-
mental design solution of the pressed nut can be distinguished (fig. 5.). The main 
groove, which is filled by joined material, may have different shape from rec-
tangular to the cylindrical part (fig. 5c), triangular profile (fig. 5d) and more  
complex shape (fig. 5a, b). The additional notched grooves may be formed on 
the cylindrical part of the fastener before the main groove (fig. 5a) or after the 
main groove (fig. 5b). To ensure the efficient flow of the material in the groove 
space, which is blocking the axial rotation and movements of the nut, the main 
groove can have a sloped internal surfaces fragments. The notched grooves  
 

 

 
Fig. 5. The main solutions of the blind rivet nut pressed in the sheet material 
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(fig. 5a, b) are generally intended to increase the torque moment resistance (fig. 
3.). There are a huge variety of fastener solutions and the most commonly used 
are presented in fig. 6. 

 

 

 
Fig. 6. The fastener examples used in the thin-walled con-
structions during the assembly process 

 
 

 
Fig. 7. The fastener special solutions 

 
Many types of these elements have a special structure, so they can comply 

tasks, which are results of their design. Some of them, developed by Kerb Konus 
Company, are presented in the fig. 7. The pressed fastener can have internal and 
also external thread (fig. 7a), which increase possibilities of their using. For en-
suring for example other element centering or to increase the load surface the 
part of the fastener cylindrical surface can be enlarged (fig. 7b). To increase the 
torsion moment resistance the notched grooves are also placed on the front and 
the cylindrical surface (fig. 7c). By using the double-sided blind rivet nut the 
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distance between joining sheets can be determined (fig. 7d). The elements with 
special hexagonal structure (fig. 7e) or with holes and additional ridges (fig. 7f) 
ensure the possibilities of the bolt fixing during the tighten up a nut. 

3. The pressing technology  

Engineers designing assembly processes regularly use the self-locking fas-
teners technology (self-clinching – SC), when they need to apply the thread 
function in the thin sheets. The main indicators, which determine the suitability 
of the joining technology, in the assembling technology economics aspects, are: 
manufacturing time, energy consumption, producibility.  

The SC technology offers especially time and cost savings. The fastener in-
stallation is performed by pressing it by manual or fully automatic systems. The 
fastener pressing process can be performed for galvanized or for paint coated 
elements, without damaging the coating. Even for sheet thickness 0.5 mm it is 
possible to press the fastener. It determines opportunities of structure weight 
reduction. The process time for manual hand tools is 2-3 s, and for automated 
assembly systems is about 4-6 s. 

Many factors should be taken into account when the joining technology is 
selected. One of them is the external forces (loads) resistance of the sheet struc-
ture. For the mass production the joining system should be able to automate. For 
each case of the fastener structure the pressing method is relatively simple [7]. 
There are two basic methods of anchoring the fasteners: 

• inserting in the hole and blocking it by fastener deformation (fig. 8.), 
• sheet material deformation (figs. 9. and 10.).  
The fastener mounting consists in the sheet material flow (caused by high 

pressure load), which results in an element blockage. In the most cases the hole 
for the fastener must be previously performed. However, they are same kind of 
the blind rivet nut which firstly punched a hole and then they are blocked. There 
are three groups of the threaded fasteners: with the internal thread inside the 
through hole (figs. 8. and 9.), with the internal thread inside the blind hole (fig. 
10.), and with the external thread (fig. 11.). In two last fastener cases the press-
ing process is the same in practice. Part of the fasteners is pressed to make a flat 
surface on the both side of the sheet material (fig. 12.). 

 

 
Fig. 8. The connector obtaining by plastic defor-
mation of the blind rivet nut 
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Fig. 9. The joint formation involving the sheet material plas-
tic deformation 

 

 
Fig. 10. The idea of the fastening a thread fastener in a blind 
hole 

 

 
Fig. 11. The bolt form fastener mounting 

 

 
Fig. 12. Fasteners pressed to make a flat surface on the both 
side of the sheet material  

 
The fastener mounting process can be performed by using manual hand 

tools (fig. 13a) or by using automated assembly stand with the press, the loader 
(fastener separator) and with the industrial robot (fig. 13b). The blind rivet nut 
position, in the automated assembly stands, is depended on the fastener loading 
system and depended on the die and the punch system (fig. 14.). The fastener 
loading systems are: 

• rotary loader for inserting the fastener in the lower punch socket (fig. 
14a), 

• loader inserting fastener directly into the punch head from the punch side 
(fig. 14b). 
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Fig. 13. The joining systems: a) manual, b) fastener automated assembly stand;  
1 – the fastener separator, 2 – the press with the C-frame, 3 – the industrial robot, 
4 – the sheet material part for joining, 5 – the part with the pressed fastener 

 
Depending on the main groove shape (fig. 5.) the flat punch or the die with 

appropriate ridge shape (fig. 15.) can be used as a lower tool. The sheet material 
flow intensity and the fastener blocking method depend on the groove and ridge 
shape combination. Its proper matching is related to the sheet material and to the 
axial load force. The additional notched grooves block the fastener relative rota-
tion (fig. 3.). For other fasteners, such as bolts, this differentiation is obtained by 
the size and the shape of the groove next to the head and by special notched 
grooves (fig. 16.). 

 

 
Fig. 14. The nut feed variants and the tools shape: a, b – explanation in text 
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Fig. 15. The lower tools surface variants;  
1 – the pressed nut, 2 – the ridge on the 
lower tool, 3 – the sheet material, 4 – the 
lower tool 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Fig. 16. The bolt head variations; 1 – the sheet 
material, 2 – the die, 3 – the bolt 

4. The applications examples  

The use of the SC technology includes the sheet metal structure industry, 
such as: automobile, electronics and aircraft industry. The pressed fasteners in 
the thin-walled structures allow for easy assembly by using the screw joint func-
tion. The blind rivet nuts are used in the desktop frames (fig. 17a). They can also 
be used in more responsible elements, for example the Kerb Konus company 
blind rivet nut in the car body structure (fig. 17b). Not only nuts but also special 
bolts are pressed in the sheet material parts (fig. 16.). Similar applications are 
related to part assembling (fig. 18.). In the case of the special bolts or pins, to 
block their rotation, on the head lower surface they have specially radial ar-
ranged grooves. In the thin-walled structures parts assembling the rectangular 
nuts are also used (fig. 19.). 
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Fig. 17. The examples of the blind rivet 
nuts used in the sheet metal construc-
tions: a, b – explanation in text 

 
 

 
 
 

 

Fig. 18. The application example of the Kerb Konus 
company bolts 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

Fig. 19. The rectangular nut pressed in the vehicle window lifting element 

 
Depending on the fastener design (fig. 5. and 6.) and pressing process a re-

quired torque moment resistance is obtained. It is important to block properly 
fastener rotation during the tightening up a screw or a bolt. Hence, the fastener 
structures with cylindrical surface and with additional notched grooves (fig. 20a) 
or with a shape other than round (fig. 20b) can be distinguished. The fastener 
can be blocked in both sides of its flanges (fig. 20.) or on the flat surface side 
(fig. 21.) [8]. This first solution allows to join axial loading in two directions, 
while the second solution only in one direction. In the case of high sensitivity to 
the material pressure (potential material failure) the blind rivet nut with the cut 
cylindrical flange can be used (fig. 22.). This reduces the upsetting forces, but 
the axial load pressures are greater (the smaller surface contact). Solutions of 
this type are often used in the case of the plastics joining. 
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Fig. 20. The Böllhoff company joints for the round hole (a) and 
for the hexagonal hole (b)  

 

 
Fig. 21. Blind rivet nut with unilateral upset in the hexagonal 
hole 

 
The pressed blind rivet nut can be used with providing the tools support and 

the both-sided tool access to the joint. Some fasteners solutions ensure possibili-
ties of pressing them in the elements with one-side tool access (fig. 23.). For 
ensuring a good sealing in the joint an additional sealing element should be 
placed (fig. 23b). It is very common situation during the automotive body panels 
assembling. A number of closed profiles do not allow to use the blind rivet nuts.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 22. Blind rivet nut with cut cylindrical flange 

a) 

b) 
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a) b) 

 
Fig. 23. The example of the threaded sleeves using in the 
closed profile: a) simple solution, b) solution with the seal-
ing element 

 

5. Conclusions 

In this paper an overview of the fastener pressing technology in the thin-
walled structures was presented. Additional fasteners allow sheet metal product 
easier assembling. The pressed elements are selected according to the joints 
functions. The manufacturers, especially in the automotive industry increase the 
use of this joining technology. In the case of the need to maintain a flat surface 
after the fastener pressing, a special structure development provides these possi-
bilities. The tools and the pressed fastener passer head are not complicated and 
they are similar to the rivet passer head. To ensure the tightness, the pressed 
elements have additional sealing rings, or to increase the torque moment re-
sistance an adhesive is inputted. A large number of fasteners offered by many 
companies provide greater opportunities of the thin-walled sheet metal structures 
assembling. 
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TECHNOLOGIA WTŁACZANIA ELEMENTÓW ZŁ ĄCZNYCH  
W CIENKO ŚCIENNYCH KONSTRUKCJACH  

S t r e s z c z e n i e   

Obecnie w przemyśle cienkościennych konstrukcji trwa dynamiczny rozwój technologii 
montaŜu związanych z zapewnieniem konkurencyjności procesów wytwarzania. MontaŜ, 
w którym wykorzystuje się połączenia konstrukcyjne, jest często ostatnim etapem budowy jego 
struktury, formy i jakości uŜytkowej. Cienkościenne fragmenty większej konstrukcji mają często 
do spełnienia róŜne zadania. Niekiedy wykonanie całościowe konstrukcji wymaga zastosowania 
połączeń nie tylko nierozłącznych, ale i rozłącznych. Połączenia rozłączne pozwalają na łatwiejsze 
pozycjonowanie względne łączonych elementów, ale i ich demontaŜ podczas napraw czy serwi-
sowania. W pracy przedstawiono znaczenie rozwiązań elementów złącznych przeznaczonych do 
osadzania w cienkościennych konstrukcjach podczas montaŜu. Zaprezentowano typowe konstruk-
cje elementów złącznych oraz wybrane rozwiązania specjalne. Scharakteryzowano podstawowe 
rozwiązania nitonakrętek oraz technologie ich montaŜu.  

Słowa kluczowe: elementy złączne, osadzanie nitonakrętek, łączenie blach, cienkościenne kon-
strukcje  
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NUMERYCZNA ANALIZA PRZECIEKÓW  
OSIOWYCH W BEZOLEJOWEJ SPRĘśARCE  
SPIRALNEJ W STANIE NIEUSTALONYM  

W pracy zaprezentowano wyniki rozwaŜań na temat przecieków osiowych oraz ich 
wpływu na przebieg procesu spręŜania w bezolejowej maszynie spiralnej. Za po-
mocą metody objętości skończonej zaproponowano dwuwymiarowy model zja-
wisk cieplno-przepływowych, uwzględniający warunki brzegowe w zmiennych 
polach prędkości, ciśnień i temperatur w komorach. Przedstawiono załoŜenia obli-
czeń, wyniki, a takŜe wnioski na temat wpływu przecieków na parametry termo-
dynamiczne maszyny. 

Słowa kluczowe: przecieki, spręŜarka spiralna, modelowanie, maszyny rotacyjne 

1. Wprowadzenie 

SpręŜarki spiralne to gazowe, rotacyjne maszyny energetyczne, o obroto-
wym ruchu organu roboczego [1]. Koncepcja maszyny spiralnej powstała  
w 1905 r. za sprawą francuskiego inŜyniera Leona Creux. Jednak ze względu na 
brak odpowiednich technik i maszyn wytwórczych pierwsze komercyjne kon-
strukcje pojawiły się na rynku dopiero w latach 70. ubiegłego wieku [2]. Maszy-
ny tego typu są projektowane jako urządzenia o małej i średniej wydajności oraz 
małym i średnim stopniu spręŜania. Ich umiejscowienie pośród innych konstruk-
cji pokazano na rys. 1. Sprawia to, Ŝe świetnie nadają się do zastosowania  
w układach chłodniczych, klimatyzacyjnych (takŜe w klimatyzatorach samocho-
dowych), jak równieŜ w obiegach pomp ciepła. Dodatkowo, nowym polem za-
stosowań jest wykorzystywanie maszyn spiralnych jako rozpręŜarek w układach 
ORC [3, 4]. Zasada działania spręŜarki spiralnej (rys. 2.) polega na współpracy 
dwóch łopatek w kształcie spirali. Jedna z łopatek porusza się ruchem mimośro-
dowym, druga natomiast pozostaje nieruchoma. W ten sposób oba elementy 
łączą się ze sobą w punktach styku, zaleŜnych od kąta obrotu wału.  
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Rys. 1. Parametry osiągane przez maszyny rotacyjne 

Fig. 1. Rotary machines parameters 

 
Rys. 2. Zasada działania spręŜarki spiralnej oraz kierunek przecieków 

Fig. 2. Principle of operation of scroll compressor and the leakage direction  

Pomiędzy punktami wspólnymi tworzą się komory robocze, które w miarę 
trwania procesu zmniejszają swoją objętość i są przesuwane w kierunku części 
centralnej, gdzie znajduje się wylot. Komory robocze są oddzielone od siebie 
przez materiał łopatek, jednak nie są one zaizolowane idealnie. Ze względu na 
to, Ŝe jednocześnie jest uformowanych wiele komór o róŜnym stopniu zaawan-
sowania procesu spręŜania, czynnik roboczy jest tracony przez szczeliny od 
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komór o wyŜszym ciśnieniu do sąsiadujących komór o niŜszym ciśnieniu. Roz-
róŜnia się dwa rodzaje nieszczelności:  

a) przeciek promieniowy – występujący pomiędzy podstawami płyt spiral  
a ich czołami (rys. 3a), 

b) przeciek osiowy – występujący dzięki występowaniu szczelin w punk-
tach wspólnych (rys. 3b). 

Celem przeprowadzonych obliczeń jest odpowiedź na pytanie, jaka jest na-
tura przepływu przez szczelinę odpowiedzialną za przeciek wzdłuŜny.  

 

 
Rys. 3. Schemat występowania przecieków: a) przeciek promieniowy, b) prze-
ciek osiowy 

Fig. 3. Scheme of leakage occurrence: a) radial leakage, b) axial leakage  

 

2. Przecieki osiowe 

Strumień przepływu przez szczelinę zaleŜy od pola przekroju nieszczelno-
ści, róŜnicy ciśnień pomiędzy komorami i współczynnika przepływu (równa- 
nie (1)). W literaturze przyjęło się stosować równania jak dla przepływu izentro-
powego (równanie (2)) [5, 6]: 

2 1( , )sm A f p pψ=&  (1) 

2 1
2

2 2
1 1

1 1

2
1

k

k

s

p pk
m A p

k p p
ψ ρ

+ 
    = −    −      

&

 (2) 

gdzie: m – strumień masy, ψ – współczynnik przepływu, k – wykładnik adiaba-
ty, p1 – ciśnienie wyŜsze, p2 – ciśnienie niŜsze, ρ – gęstość.  

Symulację przeprowadzono z zastosowaniem dwuwymiarowej, stacjonarnej 
siatki numerycznej, złoŜonej z 144 255 elementów heksagonalnych. Geometria 
opiera się na kształcie rzeczywistej spręŜarki. Obliczenia wykonano za pomocą 
metody objętości skończonych w pakiecie ANSYS CFX [7]. ZałoŜenia oraz 
warunki brzegowe zestawiono w tab. 1. W obliczeniach przyjęto, Ŝe spręŜarka 
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jest bezolejowa, w związku z czym przepływ jest jednofazowy. Ze względu na 
bardzo niewielką szerokość kanału (rzędu mikrometrów) załoŜono, Ŝe nawet 
przy duŜych prędkościach liczba Reynoldsa nie przekroczy progu przepływu 
turbulentnego. Symulowany był stan nieustalony, w którym ciśnienie na wlocie 
rośnie liniowo w funkcji czasu, natomiast ciśnienie na wylocie pozostaje stałe. 
Wnikanie ciepła do ścian łopatek nie zostało uwzględnione, gdyŜ załoŜono, Ŝe 
ze względu na szybkość procesu zjawisko to będzie miało drugorzędne znacze-
nie. Prędkość czynnika na ściankach to 0 m/s. Procedurę obliczeń zaplanowano 
w taki sposób, aby początkowo uzyskać wynik obliczeń w stanie ustalonym, dla 
ciśnienia p1 = 1,1p2. Kryterium osiągnięcia stanu ustalonego było wyrównanie 
się wielkości strumieni masy na wlocie i wylocie z domeny. Wynik stanowił 
warunek początkowy do drugiej fazy obliczeń, przy zmiennym ciśnieniu wloto-
wym.   

Tabela 1. ZałoŜenia i warunki brzegowe symulacji 

Table 1. Assumptions and boundary conditions 

Czynnik powietrze (gaz doskonały) 
Olej brak 
Szerokość szczeliny 20 µm 
Rodzaj przepływu laminarny 
Ciśnienie p2 101300 hPa 
Ciśnienie p1 od 1,1p2 do 1,5p2 
Ściany adiabatyczne 

 
 

 
Rys. 4. Rozkład prędkości i ciśnienia przy p1 = 1,5p2 

Fig. 4. Velocity and pressure distribution for p1 = 1,5p2 
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Wynikiem symulacji są pola ciśnień, prędkości i temperatury, a takŜe stru-
mień masy czynnika przepływającego przez szczelinę. Na rysunku 4. przedsta-
wiono rozkład ciśnienia i prędkości na końcu symulacji. Maksymalna liczba 
Macha w tym przypadku była równa 0,36. Jest to zatem przepływ podkrytyczny. 
Maksymalna prędkość rosła proporcjonalnie do wzrostu róŜnicy ciśnień. Drugą 
obliczoną wielkością jest zmiana strumienia masy przepływającego przez nie-
szczelność. Na rysunku 5. pokazano, Ŝe natęŜenie przepływu rośnie liniowo  
z czasem, czyli takŜe z ciśnieniem. Wynik uzyskany metodą numeryczną po-
równano z rozwiązaniem równania (2).  

 

 
Rys. 5. Strumień masowy czynnika przepływającego przez nieszczel-
ność 

Fig. 5. Mass flow of the medium flowing through leakage 

 

3. Wnioski 

Dokonano modelowania numerycznego procesu przepływu przez szczelinę 
osiową spręŜarki spiralnej. Wykazało ono liniową zaleŜność strumienia masy od 
róŜnicy ciśnień pomiędzy komorami roboczymi, co jest zgodne z rozwiązaniem 
analitycznym na zadanym przedziale. Oba modele dają wyniki o zbliŜonych 
wartościach, jednak z róŜnymi gradientami. Wykonana symulacja numeryczna 
pomaga zrozumieć zjawiska przecieków osiowych, będzie równieŜ wykorzysta-
na do budowy dokładnych modeli całej maszyny spiralnej. Zjawisko to musi być 
uwzględnione w rozwaŜaniach na temat parametrów działania spręŜarki. 
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THE PENETRATION OF THE SOUND FIELD  
OF THE SPHERICAL RADIATOR THROUGH  
THE PLANE ELASTIC LAYER 

In this paper the results of exact solution of the axisymmetric problem of the pene-
tration of the sound field through the plane elastic layer are presented. The spheri-
cal radiator is located in a thin unclosed spherical shell as the source of the acous-
tic field. Using appropriate theorems, the solution of the boundary conditions prob-
lem is reduced to solve dual functions in Legendre's polynomials, which are con-
verted to the infinite system of linear algebraic equations of the second kind with  
a completely continuous operator. The influence of some parameters of the prob-
lem on the value of the coefficient of shielding sound field is investigated. 

Keywords: elastic plate, sound field, spherical radiator 

1. Introduction 

The research of the distribution of the sound waves in elastic environment 
has a great importance in  medical diagnostics, in the underwater acoustics and 
in the seismology, etc. [1-3]. Sandler and Maev [4] considered the problem of 
calculating the propagation of acoustic waves within an ideal isotropic multi-
layer plate structure. Exploring this problem by examining the ray paths of the 
multiple reflections within the plate structure, it is possible to show that upon 
careful consideration many of these paths will travel equivalent distances in time 
and space becoming coincident. The solution of a problem of dispersion of a 
spherical sound wave on a multilayered uniform firm plate can be consolidated 
to system of the algebraic equations [5]. Results of research of distribution of 
sound waves in poorly connected acoustic layers with rigid borders are presented 
by Gortinskaja and Popov [6]. For the solution of the Helmholtz equation with 
Neumann’s boundary conditions the method of coordination of asymptotic de-
composition of solutions of regional problems is used.  
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Yan and Zhao [7] considered the inverse problem of the scattering of  
a plane acoustic wave by a multilayered scatterer. The inverse scattering prob-
lem is analysed as the problem of determining the shape of a multilayered scat-
terer by measurements of the far field patterns of acoustic or electromagnetic 
scattered waves. Transfer matrix technique is used by Vashishth and Gupta [8] 
to study the layered materials. The effects of frequency, porosity, angle of inci-
dence, layer thickness and number of layers on the energy ratios and surface 
impedance are studied for different configurations of the layered materials. In 
recent study Kiselyova and Shushkevich [9] considered the solution of a prob-
lem on penetration of a sound field through of system permeable planes. As  
a source of a field the spherical radiator located in a thin not closed spherical 
cover is considered. The layers of the plate are made up of ideal acoustic materi-
als (linear, homogeneous, isotropic, non dispersive) with known material param-
eters, and the plates are assumed to be bonded such that the interfaces follow the 
perfectly bonded boundary conditions [10, 11]. 

The aim of the paper is construct the exact solution of the axisymmetric 
problem of the penetration of the sound field through the flat elastic layer. The 
influence of some parameters of the problem for the value of the coefficient of 
shielding sound field is investigated. 

2. Problem formulation 

Let all the space R3 be spitted by planes ( )0 1S z h=  and ( )1 1 2S z h h= + on the 

fields 0 1D ( ),z h<  2 1 1 2D ( ),h z h h< < +  1 1 2D ( )z h h> +  (fig. 1.). The area D0 has 
thin unclosed spherical shell Г1 perfectly, located on the sphere Г of the radius a 

with the center at the point O. We denoted (0)
0D (0 )r a≤ <  the area of space 

bounded by the sphere Г and (0) (1)
0 0 0D D D= ΓU U . The distance between points 

O and O1 is equal h1, h2 is the distance between planes S0 and S1. 
The point radiator of the sound waves oscillating with angular frequency ω 

is located at the point O. Areas Dj, j = 0.1, filled with a material in which shear 
waves do not propagate A density of the medium and a speed of sound in the 
area Dj are denoted by jρ% , jc , respectively. The area D2 is a plane elastic layer. 

The elastic layer oscillates under the influence of the sound field. Its deformation 
is determined by the displacement vector u

r
 that satisfies the Lame equation  

[2, 3]: 

2u ( )graddivu u 0µ λ µ ω ρ∆ + + + =r r r% %% %    (1) 
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where 
2 2 2

2 2 2x y z

∂ ∂ ∂∆ = + +
∂ ∂ ∂

 is the Laplace operator, ,λ µ% %  are Lame coefficients, 

ρ%  is density of the medium. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Fig. 1. Geometry of the problem 

 
To solve this problem we connected spherical coordinates{ ,  ,  }r θ ϕ  and cy-

lindrical coordinates { , , }zρ ϕ  with the point O. The spherical shell Г1 and the 
plane Sj, j = 0, 1 are described as follows: 

{ }1 0, π, 0 2πr a θ θ ϕΓ = = ≤ ≤ ≤ ≤       (2) 

{ }0 1S , 0 , 0 2πz h ρ ϕ= = ≤ ≤ ∞ ≤ ≤      (3) 

{ }1 1 2S , 0 , 0 2πz h h ρ ϕ= = + ≤ ≤ ∞ ≤ ≤     (4) 

Let pc be the pressure of the sound field of the primary point radiator, (0)
0p  

be the secondary sound pressure field in the area (0)
0D ,  (1) (2)

0 0 0p p p= +  be the 

secondary sound pressure field in the area (1)
0D  and p1 be the secondary sound 

pressure field in the area D1. The actual displacement and the sound pressure are 

calculated by the formulas ( )Re e i tU u ω−=
r r

 and ( )Re e i t
j jP p ω−= . Pj is imagi-

nary unit. The pressures of secondary sound field ( )
0

jp (j = 0, 1, 2) and p1 satis-
fies the Helmholtz equation [2, 3]: 
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( ) 2 ( )
0 0 0 0j jp k p∆ + =    in   0D ,    2

1 1 1 0p k p∆ + =    in   1D   (5) 

where: 0 0/ ,k cω=  1 1/k cω=  are wave numbers.  

The displacement vector is determined by the formula [2]: 

u grad rot eϕψ
ρ

 ∂Φ= + − ∂ 

rr
      (6) 

The equation (6) is satisfied in the case of propagation of small disturbances 
in an elastic body for steady-state motion of the particles of the body. Functions 
ψ and Ф satisfy the Helmholtz equation and are defined as:  

2

2

0, / , ( 2 ) /

0, / , /

l l l l

t t t t

k k с с

k k c c

ψ ψ ω λ µ ρ

ω µ ρ

∆ + = = = + 


∆Φ + Φ = = = 

% %%

%%
 (7) 

where: ,l tn c%  are velocity of longitudinal and transverse elastic waves respec-
tively. 

In cylindrical coordinate system components of the displacement vector are 
associated with the functions ψ and Ф by relations: 

2 2
2

2
, z tu u k

z z z
ρ

ψ ψ
ρ ρ

∂ ∂ Φ ∂ ∂ Φ= + = + + Φ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

      (8) 

The solution of the diffraction problem is reduced to find the displacement 

vector ( , ,0),zu u uρ
r

 the pressures of the sound field ( )
0

jp (j = 0, 1, 2) 1p  which 

satisfy the boundary condition on the surface of the spherical shell (acoustically 
hard shell): 

( )
1

(0)
0 0cp p

r Γ

∂ + =
∂

   (9) 

boundary conditions of the interaction of the sound field with an elastic layer on 
a plane Sj: 

2 1
S

S

,
j

j

j
z j

p
u

z
ω ρ− − ∂

=
∂

%    
S

0
j

z
u u

z
ρ

ρ
∂ ∂+ =
∂ ∂

       (10) 
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( )
S

S

2
j

j

z
j

u uu
p

z
ρ ρµ λ λ

ρ ρ
∂ ∂+ + + = − ∂ ∂ 

% %%      (11) 

The condition at infinity [2, 3, 12] can be written as: 

(M)
lim (M) 0,j

j j
M

p
r ik p

r→∞

∂ 
− = ∂ 

    0,  1j =    (12) 

where M is an arbitrary point at the space.     

Condition at continuity of pressure on the open part of the spherical shell 
Г/Г1 is given by:   

( ) ( )
1 1

(0) (1) (2)
0 0 0

\ \
cp p p p

Γ Γ Γ Γ
+ = +        (13) 

and the normal derivative on the surface of the sphere Γ  is: 

( ) ( )(0) (1) (2)
0 0 0cp p p p

r rΓ Γ

∂ ∂+ = +
∂ ∂

  (14) 

The initial pressure of the sound field can be represented in the form [12]: 

( )(1)
0 0 0 0

0

( , ) exp( ) / (cos ),c n n n n n
n

p r P ik r r P f h k r P f ikθ θ δ
∞

=
= = =∑    (15) 

where ( )(1)
nh x  are spherical Hankel functions, (cos )nP θ  is Legendre polynomi-

nals [13], 0nδ  is Kronecker delta and P is constant.  

The pressure of the scattered sound field is represented as a superposition of 
basic solutions of the Helmholtz equation in spherical and cylindrical coordi-
nates [14], taking into account the condition at infinity (12) we have: 

( ) ( )(0)
0 0

0

( , ) cosn n n
n

p r P c j k r Pθ θ
∞

=
= ∑    in   (0)

0D    (16) 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
0

0
0

(1)
0 0 0

0 00 0

(cos ) 0, 0
d

d
d d

cos cos , π
d d

n n
n

n
n

n n n n n n
n n

x f
P

j

x h P T j P

θ θ θ
ξ

ξ

ξ θ ξ θ θ θ
ξ ξ

∞

=

∞ ∞

= =

−
= ≤ < 





=− < ≤ 


∑

∑ ∑

 (17) 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

1 0
0

, e v z h hp z P d J dρ λ λρ λ λ
∞

− − −= ∫    in   1D  (18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2

0
0

, e ev z h v z h hz P a b J dψ ρ λ λ λρ λ λ
∞

− − − −= +∫ l l   (19) 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 2

0
0

, ( )e ( )et tv z h v z h hz P a b J dρ λ λ λρ λ λ
∞

− − − −Φ = +∫ %%    (20) 

where ( )nj x  are spherical Bessel functions of the first kind, ( )0J x  are Bessel 

functions of the first kind, 2 2 ,j jv kλ= − π / 2 arg π / 2jv− ≤ < , 0, 1j = ;

2 2 ,v kλ= −l l π / 2 arg π / 2,v− ≤ <l

2 2 ,t tv kλ= −  π / 2 arg π / 2.tv− ≤ <  

Unknown coefficients ,n nc x  and functions ( ),a λ ( ) ( ) ( ), , ,b a bλ λ λ%%  

( ) ( ),y dλ λ  must be determined from boundary conditions. 

3. Boundary conditions 

The boundary conditions are defined by eqs. (1), (9) and (11). The function 

( )(2)
0 ,p zρ  through spherical wave functions, using the formula connecting cy-

lindrical and spherical wave functions is: 

( ) ( ) ( ) ( )0
0

2 2

e ( ) 2 1 cos

, π / 2 arg π / 2

v z n
n n n

n

i v
J i n P j kr P

k

v k v

λρ θ

λ

∞

=

 = − +  
  

= − − ≤ < 

∑      (21) 

then 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

(2)
0 0

0

00

, cos

( ) 2 1 e

n n n
n o

v hn
n n

p r P T j k r P

iv
T i n y P d

k

θ θ

λ λ λ

∞

=
∞

−


= 


 
= − +  
  

∑

∫
  (22)  

According to eqs. (12)-(14) and eq. (17), the boundary condition (11) taking 
into account the condition of orthogonality of Legendre polynomials on the in-
terval [ ]0; π  will become: 
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( ) ( ) ( ) ( )(1) (1)
0 0 0 0

0 0 00

0 0

d d d d

d d dd
, 0, 1, ...

n n n n n n n nf h c j x h T j

k a n

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξξ

ξ

+ = + 

= = 

 (23) 

Let's specify the boundary condition (9) on the surface of a spherical shell 
and the condition of continuity (13). Let's exclude factors nc  in the resulting 
equations, using the eq. (23). Then dual equations in Legendre's polynomials 
take the form: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
0

0
0

(1)
0 0 0

0 00 0

(cos ) 0, 0
d

d
d d

cos cos , π
d d

n n
n

n
n

n n n n n n
n n

x f
P

j

x h P T j P

θ θ θ
ξ

ξ

ξ θ ξ θ θ θ
ξ ξ

∞

=

∞ ∞

= =

− = ≤ < 




= − < ≤ 


∑

∑ ∑

  

 (24)  

Let a new coefficient be: 

( )0
0

d
,

dn n n nx X j fξ
ξ

= +      0, 1,...n =  (25)  

and a small parameter be: 

( ) ( )
3

(1)0
0 0

0 0

4 d d
1

2 1 d dn n n

i
g j h

n

ξ ξ ξ
ξ ξ

= +
+

  (26) 

Then we will make replacement π ,θ θ= − %  0 0π ,θ θ= − %  ( 1)n
n nX X= −%  for the 

transformation of dual eqs. (19). As a result, dual eqs. (24) take the form: 

( )( ) ( ) ( )

( )

0
0 0

0
0

2 1 1 cos ( 1) (2 1)( ) cos , 0

cos 0, π

n
n n n n n n

n n

n n
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n g X P n f T P

X P

θ θ θ θ

θ θ θ
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= =
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=


+ − = − + + ≤ < 



= < ≤


∑ ∑

∑

%% % % %% %

% % %%

 

   (27) 

where 

( ) ( )3 3 (1)
0 0 0 0

0 0

d d
4 / (2 1), 4 / (2 1)

d dn n n n n nT i T j n f i f h nξ ξ ξ ξ
ξ ξ

= + = +%%    (28) 
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Dual eqs. (25) are converted to an infinite system of linear algebraic equa-
tions of the second kind with the completely continuous operator using the inte-
gral representation for the Legendre polynomials [15, 16]: 

( )
0 0

( 1) , 0, 1,...k
n k nk k k k nk

k k

X g R X T f R n
∞ ∞

= =
− = − + =∑ ∑ %% % %   (29) 

where 

( ) ( )

( )

0 0

0
0

sin (π ) sin 1 (π )1

π 1
sin (π )

π

nk

n k

n k n k
R

n k n k
n k

n k

θ θ

θ
θ

=

 − − + + − 
= −  − + +  

− − = −
− 

    (30) 

To satisfy boundary conditions (11), the function ( ) ( )1
0 ,p r θ  through cylin-

drical wave functions takes the form: 

( ) ( ) ( )
1

(1)
0

0
2 2

cos e

, π / 2 arg π / 2, 0

n
vz

n n n

i i v
h kr P P J d
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v k v z

θ λρ λ λ

λ

∞ − −
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 
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∫     (31) 

then  
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00 0 00

1
, e ,v z n
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n

iv
p z P Z J d Z i P x

k v k
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=

 
= =  

 
∑∫  

  (32) 

Taking into account the eqs. (17)-(20) and (32) and boundary conditions 
(11), the linear algebraic equation takes the form: 

( ) ( ) ( ) ( )M V F Zλ λ λ λ⋅ = ⋅    (33) 

where 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34 35

41 42 43 44

51 52 53 54

61 62 63 64 66

( ) ( ) ( ) ( ) 1 0
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 
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 
 
 

,   
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Solving the system (36), we find the function: 

( ) ( ) ( ) ( )5 /y M Z Mλ λ λ λ=        (36) 

where ( )M λ  is the determinant of the matrix ( ),M λ  ( )5M λ  is the determi-

nant of the matrix ( )5 ,M λ  ( )5M λ  is the matrix ( )M λ  in which the fifth col-

umn is replaced by the vector ( ).F λ  

Relation between coefficients kT%  and pX% based on the eqs. (22), (25), (28), 

(32) and (36) take: 

0

, 0, 1, 2 ...k pk p k
p

T S X f k
∞

=
= + =∑ %%% %       (37) 

(35) 
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where  
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After excluding coefficients kT%  from the right-hand side of the eq. (29) with 
the help of eq. (37), then we have:  
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0 0
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R Sα
∞

=
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Let's find connection between the function ( ),d λ  entering into representa-

tion of pressure ( )1 ,p zρ  in area 1D ,  and coefficients nX%  – solutions of system 

(40). From eq. (33) it follows that: 

( ) ( ) ( ) ( )6 /d M Z Mλ λ λ λ=      (42) 

where ( )6M λ  is the determinant of the matrix ( )6 ,M λ  ( )6M λ  is the matrix 

( ),M λ  in which the sixth column is replaced by the vector ( ).F λ  

According to eqs. (25) and (32), we have: 
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0 0 00 0
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The coefficient of screening of the sound  field in area 1D  is calculated 
based on the following formula: 

1 1 2( , ) ( , ) / ,cK z p z p z h hρ ρ= > +  (44) 
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4. Computational experiment 

Using computer algebra system MathCAD [17, 18], calculations of the co-
efficient of screening of the sound field were carried out in area 1D  for some 
parameters of the problem. Spherical functions were calculated by means 
of built-in functions. Derivatives of spherical functions were calculated by 
means of the formula [13]: 

1

d
( ) ( ) / ( ), 0, 1, 2, ...

d n n nf x nf x x f x n
x += − =    (45) 

Values of 2 2 2 2 2 2, 0, 1, ,j j t tv k j v k v kλ λ λ= − = = − = −l l  were cal-

culated according to the formulae: 

2 2

2

,

, 0

k k
v

i k k
τ τ

τ
τ τ

λ λ
λ λ

 − ≥=
− − ≤ <

    (46) 

The infinite system (36) was solved by the method of truncation [17]. Com-
putational experiment showed that the truncation order for the considered pa-
rameters of a task can be eq. (25). It provides the decision of eq. (36) with an 
accuracy 10–4. Lame coefficients are associated with the Young's modulus E and 
Poisson's ratio by the relation: 

/ ((1 )(1 2 )), / (2 2 )E Eλ ν ν ν µ ν= + − = +% %      (47) 

Computational experiment showed that the truncation order of the eq. (42) 
can be eq. (17) for the considered parameters of the problem. This provides the 
ultimate solution of the eq. (42) with accuracy and the condition number that 
will not exceed 35. Figure 2. shows plots of shielding coefficient (0, )K z  of the 

sound field 1 2,z h h> +  for some values of the angle θ0. The area D0 is filled by 
the air (ρ0 = 1.29 kg/m3, c0 = 343 m/s). The area D1 is filled by the water 
( 1 1000ρ =% kg/m3, c1 = 1500 m/s). The area D1 is filled by the rubber  
( ρ% = 910 kg/m3, E = 7.9 MPa, ν = 0.46). The remain parameters are equal:  
h1 = 4 m; h2 = 0.02 m; a = 0.2 m, f = 50 Hz; ω = 2πf.  

Figure 3. shows plots of shielding coefficient K(0, z) of the sound field, 

1 2,z h h> +  for some values of the frequency of the sound field. The area D0  
is filled by the air (ρ0 = 1.29 kg/m3, c0 = 343 m/s). The area D1 is filled by the 
nitrogen (ρ1 = 830 kg/m3, c1 = 962 m/s). The area D1 is filled by the aluminum 
(ρ = 2600 kg/m3, E = 65 GPa, ν = 0.32). Remain parameters are equal: h1 = 4 m; 
h2 = 0.02 m; a = 0.3 m, θ0 = π/2. 
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Fig. 2. Value of shielding coefficient K(0, z) of the sound field for 
some values of the angle θ0  

 

 
Fig. 3. Value of shielding coefficient K(0, z) of the sound field for 
some values of the frequency f of the sound field  

 

5. Conclusions 

The solution of the problem of the penetration of the sound field through  
a flat elastic layer is reduced to solve dual equations in Legendre's polynomials 
using the addition theorem for cylindrical and spherical wave functions. The 
developed methodology and software can be of practical use in the manufacture 
of sound screens. Following tasks were carried out:  

1. Dual equations are converted to the infinite system of linear algebraic 
equations of the second kind with the completely continuous operator.  
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2. The spherical radiator is considered as the source of the sound field lo-
cated within the thin open spherical shell.  

3. The influence of geometrical parameters of the problem, the density of 
the environments, Young's modulus, Poisson's ratio and the speed of 
sound on the value of the shielding coefficient of the sound field were 
computed.  
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PRZENIKANIE POLA AKUSTYCZNEGO PROMIENNIKA  
KULISTEGO PRZEZ PŁASK Ą WARSTWĘ SPRĘśYSTĄ 

S t r e s z c z e n i e  

W artykule przedstawiono wyniki dokładnych obliczeń osiowosymetrycznego problemu 
przenikania pola akustycznego przez płaską warstwę spręŜystą. Kulisty promiennik jest umiesz-
czony w cienkiej otwartej powłoce, będącej źródłem pola akustycznego. Wykorzystując odpo-
wiednie twierdzenia, rozwiązanie problemu warunków brzegowych ograniczono do rozwiązania 
podwójnych funkcji w wielomianach Legendre’a, które są transponowane do skończonych linio-
wych równań algebraicznych drugiego rzędu z całkowicie ciągłym operatorem. Badano wpływ 
niektórych parametrów problemu na wartość współczynnika ekranowania pola akustycznego. 

Słowa kluczowe: warstwa spręŜysta, pole akustyczne, promiennik kulisty 
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ROZMYTE STEROWANIE BEHAWIORALNE  
MOBILNYM ROBOTEM KOŁOWYM  
W NIEZNANYM ŚRODOWISKU 

W artykule zaprezentowano hierarchiczny układ sterowania ruchem mobilnego ro-
bota kołowego w nieznanym środowisku ze statycznymi przeszkodami. Układ ste-
rowania składa się z generatora trajektorii realizującego sterowanie behawioralne  
z zastosowaniem układów z logiką rozmytą oraz neuronowego algorytmu sterowa-
nia ruchem nadąŜnym, w którym zastosowano algorytm aproksymacyjnego pro-
gramowania dynamicznego. W warstwie planowania trajektorii ruchu zrealizowa-
no sterowania behawioralne typu „podąŜaj do celu” oraz „omijaj przeszkody”.  
W prezentowanym hierarchicznym układzie sterowania sygnały sterowania war-
stwy planowania trajektorii są generowane przez dwa układy z logiką rozmytą,  
w których zastosowano model Takagi-Sugeno. W warstwie realizacji ruchu zasto-
sowano algorytm aproksymacyjnego programowania dynamicznego w konfigura-
cji dualnego heurystycznego programowania dynamicznego, zbudowany z dwóch 
struktur: aktora i krytyka. Struktury aktora i krytyka zostały zrealizowane z zasto-
sowaniem sztucznych sieci neuronowych. Poprawność zaproponowanych rozwią-
zań zweryfikowano numerycznie, stosując emulator mobilnego robota kołowego 
oraz laboratoryjnego toru pomiarowego, zrealizowane w środowisku obliczenio-
wym Matlab/Simulink. 

Słowa kluczowe: aproksymacyjne programowanie dynamiczne, generator trajek-
torii, sieci neuronowe, sterowanie nadąŜne, układy z logiką rozmytą 

1. Wprowadzenie  

Ciągły rozwój przemysłu, poprawa efektywności oraz moŜliwości 
sterowania układów wykonawczych robotów, dostępność coraz bardziej złoŜo-
nych układów sensorycznych, wzrost mocy obliczeniowej mikroprocesorów czy 
pojemności magazynów energii umoŜliwiają budowę bardziej zaawansowanych 
mobilnych robotów kołowych (MRK). Jednocześnie moŜliwe staje się zastoso-
wanie MRK w zadaniach do tej pory niedostępnych dla tego typu konstrukcji,  
a znaczny wzrost zainteresowania środowisk naukowych oraz biznesowych po-
twierdza istotność zagadnień związanych z tematyką projektowania i sterowania 
                                                           
1 Autor do korespondencji/corresponding author: Marcin Szuster, Politechnika Rzeszowska, al. 

Powstańców Warszawy 12, 35-959 Rzeszów, tel.: (17) 8651854, e-mail: mszuster@prz.edu.pl 
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MRK. Autonomiczne MRK mogą być stosowane w wielu zadaniach, takich jak 
transport, eksploracja nieznanych środowisk, patrolowanie granic czy magazy-
nów. Realizacja tego typu zadań wymaga rozwiązania wielu problemów, z któ-
rych jednymi z najbardziej istotnych są: generowanie trajektorii ruchu MRK  
w czasie rzeczywistym na podstawie sygnałów z układu sensorycznego robota, 
umoŜliwiające orientację w środowisku ruchu oraz jednoczesna realizacja trajek-
torii ruchu. 

W literaturze moŜna znaleźć wiele metod generowania trajektorii ruchu 
MRK [1-9], wśród których występuje podział na metody globalne i lokalne.  
W metodach globalnych proces planowania trajektorii ruchu odbywa się na pod-
stawie znajomości mapy otoczenia robota. W metodach lokalnych przyjęto zało-
Ŝenie, Ŝe MRK porusza się w nieznanym środowisku, o którym ograniczonej 
informacji dostarcza układ sensoryczny robota. Przykładem metody lokalnej 
generowania trajektorii ruchu MRK jest sterowanie behawioralne [3, 5, 6], inspi-
rowane zachowaniami obserwowanymi w świecie zwierząt. Pojęcie to obejmuje 
grupę metod sterowania umoŜliwiających realizację elementarnych zachowań, 
takich jak: „podąŜaj do celu” (ang. Goal Seeking – GS) czy „omijaj przeszkody” 
(ang. Obstacle Avoiding – OA). W algorytmach planowania trajektorii i realiza-
cji ruchu MRK chętnie są stosowane nowoczesne metody sztucznej inteligencji 
(ang. Artificial Intelligence – AI), takie jak układy z logiką rozmytą (ULR) [5, 
6], sztuczne sieci neuronowe (SN) [3] czy algorytmy aproksymacyjnego pro-
gramowania dynamicznego (APD) [10], których idea opiera się na programowa-
niu dynamicznym Bellmana, a implementacja stała się moŜliwa przez zastoso-
wanie SN.  

W artykule zaprezentowano hierarchiczny układ sterowania ruchem MRK, 
umoŜliwiający planowanie trajektorii ruchu w zadaniach typu GS i OA oraz jej 
jednoczesną realizację. Przedstawione wyniki badań naukowych stanowią kon-
tynuację wcześniejszych prac autora, dotyczących generowania trajektorii ruchu 
[10,11], czy sterowania ruchem MRK z zastosowaniem metod AI [12,13]. Arty-
kuł składa się z następujących części: po krótkim wprowadzeniu, w części  
2. przedstawiono obiekt sterowania. Część 3. zawiera opis hierarchicznego ukła-
du sterowania, a część 4. – szczegółowe omówienie warstwy planowania trajek-
torii ruchu. Warstwy realizacji ruchu przedstawiono w części 5. artykułu. Wyni-
ki przeprowadzonych testów numerycznych procesu generowania i realizacji 
trajektorii ruchu MRK zamieszczono w części 6. Część 7. podsumowuje artykuł. 

2. Mobilny robot kołowy  

Obiektem sterowania jest MRK, schematycznie pokazany na rys. 1. w nie-
znanym otoczeniu. Sterowany obiekt porusza się przez zastosowanie niezaleŜ-
nego napędu kół 1 i 2, koło 3 jest swobodnym kołem podpierającym, 4 to rama, 
5 – skaner laserowy przestrzeni, będący częścią układu sensorycznego robota, 
który umoŜliwia detekcję przeszkód. ZałoŜono ruch MRK w płaszczyźnie xy.  
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Rys. 1. Schemat mobilnego robota kołowego w nieznanym środowisku 

Fig. 1. Scheme of the wheeled mobile robot in the unknown environment 

Oznaczenia występujące na rys. 1. są następujące: u[1], u[2] – sygnały stero-
wania ruchem nadąŜnym MRK, z1[1], z1[2] – dyskretne kąty obrotu kół napędo-
wych MRK, r1, r2 – promienie kół napędowych, l, l1 – wymiary wynikające  
z geometrii ramy, β – kąt obrotu ramy, A(xA, yA) – punkt leŜący na przecięciu osi 
kół napędowych i osi ramy MRK, G(xG, yG) – cel ruchu MRK o współrzędnych 
xG i yG, pG – prosta przechodząca przez punkty A i G, ψG – kąt zawarty między 
osią ramy MRK a prostą pG, φG – kąt zawarty między osią x a prostą pG, dL[i], 
dF[i], dR[i] – pomiary odległości do przeszkód realizowane przez układ sensorycz-
ny MRK, przyporządkowane odpowiednio do grupy pomiarów po lewej stronie 
ramy, przed MRK i po prawej stronie ramy, i = 1, 2, 3, ωL[i], ωF[i], ωR[i] – kąty 
zawarte między osią ramy MRK a osiami poszczególnych pomiarów odległości.  

Odległość do celu G jest wyznaczana jako długość odcinka |AG|. W celu 
wyznaczenia bezkolizyjnej trajektorii ruchu MRK są obliczane minimalne odle-
głości do przeszkód po lewej stronie ramy MRK, dLm = min(dL[1], dL[2], dL[3]), 
analogicznie przed MRK (dFm) oraz po prawej stronie ramy (dRm). Minimalna 
odległość do przeszkód wokół robota jest wyznaczana na podstawie minimal-
nych odległości poszczególnych grup pomiarów: dO = min(dLm, dFm, dRm). 

Dynamiczny model ruchu MRK wyprowadzono, stosując formalizm Mag-
giego [14, 15]. Otrzymano równanie w formie: 

( ) ( ) d+ + + =&& & & &Mα C α α F α τ u  (1) 
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gdzie: &α  – wektor prędkości kątowych kół napędowych, [ ] [ ]1 2,α α =
 

α& & & , M  – 

stała macierz bezwładności, ( )C α α& &  – wektor momentów pochodzących od sił 

odśrodkowych i Coriolisa, ( )F α&  – wektor oporów ruchu, dτ  – wektor ograni-

czonych zakłóceń. Ciągły model dynamiki MRK zdyskretyzowano, stosując 
metodę Eulera, poniewaŜ w algorytmie sterowania zastosowano dyskretne algo-
rytmy APD. Przyjęto wektor stanu z{ k} = [z1{k} , z2{k} ]

T, gdzie z2{k}  odpowiada 
ciągłemu wektorowi .&α  Otrzymano dyskretny opis dynamiki MRK  
w postaci: 

( ) ( )
1{ 1} 1{ } 2{ }

1
2{ 1} 2{ } 2{ } 2{ } 2{ } { } { }

k k k

k k k k k d k k

h

h

+

−
+

= + 
 = − + + −  

z z z

z z M C z z F z τ u
 (2) 

gdzie: k – indeks kroków iteracji, h – parametr dyskretyzacji czasu.  

W dalszej części artykułu pozostałe zmienne równieŜ będą przedstawiane  
w postaci dyskretnej z indeksem k. 

3. Hierarchiczny układ sterowania  

Hierarchiczny układ sterowania ruchem MRK składa się z dwóch warstw: 
warstwy generowania trajektorii ruchu oraz warstwy sterowania ruchem nadąŜ-
nym. Warstwę nadrzędną hierarchicznego układu sterowania stanowi generator 
trajektorii, którego zadaniem jest generowanie w czasie ruchu robota zadanej 
trajektorii ruchu, realizowanej przez niŜszą warstwę układu sterowania. Algo-
rytm planowania trajektorii ruchu zrealizowano z zastosowaniem dwóch ULR. 
Zadaniem warstwy realizacji ruchu jest wytworzenie sygnałów sterowania mo-
dułami napędowymi robota, zapewniających realizację wygenerowanej trajekto-
rii ruchu. W układzie sterowania nadąŜnego zastosowano algorytmy APD  
w konfiguracji dualnego heurystycznego programowania dynamicznego (DHP). 
Schemat hierarchicznego układu sterowania ruchem MRK, zastosowanego do 
realizacji zadania typu GS zamieszczono na rys. 2a. Rysunek 2b przedstawia 
schemat warstwy generowania trajektorii ruchu w zadaniu typu OA. W hierar-
chicznym układzie sterowania ruchem MRK zastosowano metody AI, takie jak 
ULR w warstwie generowania trajektorii czy algorytmy APD w konfiguracji 
DHP, zrealizowane z zastosowaniem SN w warstwie realizacji ruchu. Poszcze-
gólne warstwy układu sterowania zostały szczegółowo opisane w dalszej części 
artykułu. 
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Rys. 2. a) Schemat hierarchicznego układu sterowania ruchem mobilnego robota ko-
łowego w zadaniu typu „podąŜaj do celu”, b) schemat warstwy generowania trajektorii 
ruchu w zadaniu typu „omijaj przeszkody” 

Fig. 2. a) Scheme of the hierarchical control system of the wheeled mobile robot 
movement in the „goal seeking” task, b) scheme of the layer of the trajectory generat-
ing in the „obstacle avoiding” task 

4. Rozmyty generator trajektorii  

W prezentowanym artykule w warstwie generowania trajektorii ruchu za-
stosowano koncepcję sterowania behawioralnego. Koncepcja ta opiera się na 
obserwacji świata zwierząt i naśladowaniu ich prostych zachowań w celu reali-
zacji określonych zadań przez MRK. Idea sterowania behawioralnego obejmuje 
zachowania elementarne typu GS czy OA, w których zadaniem algorytmu ste-
rowania jest wygenerowanie sygnałów sterowania przeliczanych na podstawie 
równań kinematyki obiektu sterowania na zadane parametry ruchu. W przypad-
ku MRK w warstwie planowania trajektorii ruchu są wyznaczane wartości 
dwóch sygnałów sterowania. Pierwszy z nich steruje zadaną prędkością ruchu 
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MRK (prędkością pkt A ramy, vA{ k}), natomiast drugi steruje zadaną prędkością 
kątową obrotu ramy. Realizacja zadania typu GS polega na generowaniu sygna-
łów sterowania warstwy planowania trajektorii ruchu minimalizujących odle-
głość do celu dG{ k}  oraz kąt ψG{ k} . Znajomość informacji z układu sensorycznego 
MRK nie jest w tym przypadku istotna. JeŜeli w otoczeniu robota wystąpiłaby 
przeszkoda, to realizacja zadania typu GS mogłaby doprowadzić do kolizji.  
W zadaniu typu OA jest generowana bezkolizyjna trajektoria ruchu MRK, przez 
ruch ramy robota środkiem wolnej przestrzeni, gdzie sygnał sterowania prędko-
ścią kątową obrotu ramy robota jest wyznaczany na podstawie minimalnych 
odległości do przeszkód po prawej i lewej stronie robota, odpowiednio dLm{ k}   
i dRm{ k} . Wartość sygnału sterowania prędkością ruchu ramy robota zaleŜy od 
odległości do przeszkód wokół robota dO{ k} . PołoŜenie końcowe ramy MRK  
w zadaniu typu OA nie jest zdefiniowane, natomiast do prawidłowej realizacji 
tego zadania konieczne jest pozyskiwanie aktualnej informacji o stanie środowi-
ska z układu sensorycznego robota.  

Sterowanie behawioralne typu „podąŜaj do celu” 

Warstwa generowania trajektorii ruchu w zadaniu typu GS została zreali-
zowana z zastosowaniem dwóch ULR, w których uŜyto modelu Takagi-Sugeno, 
z trójkątnymi bądź trapezowymi funkcjami przynaleŜności do zbiorów rozmy-
tych przesłanek. W konkluzjach zastosowano funkcje przynaleŜności typu sin-
gleton. Pierwszy z ULR generuje sygnał sterowania zadaną prędkością  
pkt A ramy uGv{ k}  na podstawie odległości dG{ k} . Baza reguł została dobrana  
w taki sposób, aby generowany sygnał sterowania miał maksymalną wartość, 
gdy odległość do celu jest duŜa. Trajektoria ruchu MRK jest wtedy generowana  

z maksymalną zadaną prędkością *
Av . Zmniejszanie odległości do celu powoduje 

nieliniowe zmniejszanie wartości sygnału sterowania uGv{ k}  do zera, gdy odle-
głość do celu dG{ k}  jest bardzo mała. Drugi ULR generuje sygnał { } ,G ku β&  sterują-

cy zadaną prędkością kątową ramy MRK .β&  Sygnał ten jest generowany w taki 
sposób, aby realizacja wyznaczonej trajektorii powodowała minimalizację kąta 
ψG{ k} . Przy małej wartości kąta ψG{ k}  generowana będzie zadana trajektoria ruchu 
MRK w kierunku celu. Przykładowo, sygnał sterowania { }G ku β&  jest generowany 

na podstawie bazy m = 4 reguły typu:  

*
{ } { }: JEśELI JEST TO JESTm

G G k G kR UD u uUDβ βψ ψ &  (3) 

gdzie: *
{ }G kψ  – znormalizowany kąt zawarty między osią ramy MRK a prostą pG, 

ψUD – etykieta lingwistyczna funkcji przynaleŜności do zbioru rozmytego prze-
słanek, uUD – etykieta lingwistyczna funkcji przynaleŜności konkluzji typu 
singleton (o wartości 0,uBM =  0,5,uM =  0,9,uS=  1uD =  dla pierwszego 
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ULR oraz 1,uUD = −  0,5,uUM = −  0,5,uDM =  1uDD =  dla drugiego ULR), 
UD – ujemny duŜy, UM – ujemny mały, DM – dodatni mały, DD – dodatni du-
Ŝy, BM – bardzo mały, M – mały, S – średni, D – duŜy.  

Funkcje przynaleŜności do zbiorów rozmytych ULR warstwy generowania 

trajektorii ruchu w zadaniu typu GS przedstawiono na rys. 3., gdzie *
{ }G kd  – 

znormalizowana odległość do celu G, µ(.) – stopień spełnienia funkcji przyna-
leŜności do zbioru rozmytego.  

 

 
Rys. 3. Funkcje przynaleŜności do zbiorów rozmytych przesłanek pierwszego układu z logiką 
rozmytą (a), funkcje przynaleŜności do zbiorów rozmytych przesłanek drugiego układu  
z logiką rozmytą (b) 

Fig. 3. Membership functions of premises of the first fuzzy logic system (a), membership func-
tions of premises of the second fuzzy logic system (b) 

Sygnały sterowania warstwy generowania trajektorii ruchu w zadaniu typu 
GS są przeliczane na wartości zadanych prędkości kątowych kół MRK zgodnie  
z równaniem kinematyki: 

* *
{ }2[1]{ } 1

* *
2[2]{ } { }1

1 Gv kd k A

d k G kA

uz v l

uz r v l β

β
β

    
=     

−        &

&

&
 (4) 

gdzie: 1 2,r r r= =  *β&  – maksymalna zadana wartość prędkości kątowej obrotu 
ramy MRK.  

Na podstawie wartości zadanych prędkości kątowych obrotu kół 1 i 2 są ob-
liczane kąty obrotu kół oraz przyspieszenia kątowe. Wygenerowana trajektoria 
jest realizowana przez układ sterowania ruchem nadąŜnym.  

Sterowanie behawioralne typu „omijaj przeszkody”  

Warstwa generowania bezkolizyjnej trajektorii ruchu w zadaniu typu OA 
równieŜ została zrealizowana z zastosowaniem dwóch ULR. Pierwszy z nich 
generuje sygnał sterowania zadaną prędkością pkt A ramy MRK: uOv{ k} , na pod-
stawie znormalizowanej minimalnej odległości do przeszkód wokół robota 
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*
{ }O kd , uzyskanej z układu sensorycznego. Baza reguł ULR została dobrana  

w taki sposób, aby sygnał sterowania miał maksymalną wartość, gdy odległość 
do przeszkód jest duŜa, co odpowiada generowaniu trajektorii ruchu z maksy-
malną zadaną prędkością. W miarę zbliŜania się do przeszkody jest generowany 
sygnał sterowania o coraz mniejszej wartości, co odpowiada generowaniu trajek-
torii ruchu o mniejszej prędkości. Takie zachowanie umoŜliwia zrealizowanie 
manewru ominięcia przeszkody. Drugi ULR generuje sygnał sterowania zadaną 
prędkością kątową obrotu ramy { }O ku β&  na podstawie błędu: 

* *
{ } { } { }O k R k L ke d d= −  (5) 

gdzie: *
{ } ,R kd  *

{ }L kd  – znormalizowane minimalne odległości do przeszkód po 

prawej i lewej stronie ramy MRK, odpowiednio dRm{ k}  i dLm{ k} .  

Sygnał sterowania behawioralnego { }O ku β&  jest generowany na podstawie 

bazy m = 4 reguły typu:  

{ } { }: JEśELI JEST TO JESTm
O O k O kR e eDM u uDMβ β&  (6) 

gdzie: eDM – etykieta lingwistyczna funkcji przynaleŜności do zbioru rozmyte-
go przesłanek, uDM – etykieta lingwistyczna funkcji przynaleŜności konkluzji 
typu singleton (o wartości 0,uBM =  0,5,uM =  0,9,uS=  1uD =  dla pierwsze-
go ULR oraz 1,uUD = −  0,5,uUM = −  0,5,uDM =  1uDD =  dla drugiego 
ULR).  

Funkcje przynaleŜności do zbiorów rozmytych przesłanek ULR warstwy 
generowania trajektorii ruchu w zadaniu typu OA przedstawiono na rys. 4. Sy- 
 

 

 
Rys. 4. Funkcje przynaleŜności do zbiorów rozmytych przesłanek pierwszego układu z logiką 
rozmytą (a), funkcje przynaleŜności do zbiorów rozmytych przesłanek drugiego układu  
z logiką rozmytą (b) 

Fig. 4. Membership functions of premises of the first fuzzy logic system (a), membership 
functions of premises of the second fuzzy logic system (b) 
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gnały sterowania behawioralnego uOv{ k}  i { }O ku β&  w zadaniu typu OA są przeli-

czane na wartości zadanych prędkości kątowych kół MRK zgodnie z zaleŜnością 
(4). Wygenerowana trajektoria ruchu jest realizowana przez warstwę sterowania 
ruchem nadąŜnym.  

5. Układ sterowania ruchem nadąŜnym  

W warstwie sterowania ruchem nadąŜnym na podstawie znajomości zada-
nych (zd{ k}) i zrealizowanych parametrów ruchu (z{ k}) wyznacza się błędy nadą-
Ŝania:  

1{ } 1{ } 1{ }

2{ } 2{ } 2{ }

k k d k

k k d k

= − 
= − 

e z z

e z z
 (7) 

a na ich podstawie uogólnione błędy nadąŜania są minimalizowane przez algo-
rytm realizacji ruchu: 

{ } 2{ } 1{ }k k k= +s e Λe  (8) 

gdzie ΛΛΛΛ – diagonalna, dodatnio określona, stała macierz projektowa. 

W warstwie realizacji ruchu zastosowano algorytm DHP, naleŜący do ro-
dziny algorytmów APD [16-18], nazywanych równieŜ algorytmami neuronowe-
go programowania dynamicznego (NPD) lub algorytmami typu aktor-krytyk. Ich 
geneza wywodzi się z chęci implementacji programowania dynamicznego Bell-
mana w aplikacjach optymalnego sterowania obiektami dynamicznymi online. 
Metoda programowania dynamicznego Bellmana umoŜliwia wyznaczenie opty-
malnego prawa sterowania i optymalnej trajektorii stanu obiektu dynamicznego 
od ostatniego kroku procesu do kroku pierwszego. Odbywa się to przez wybór 
trajektorii stanu i sterowania o najmniejszej wartości funkcji celu, nazywanej 
równieŜ funkcją wartości, spośród wszystkich fizycznie osiągalnych trajektorii 
ruchu sterowanego obiektu. Wadą tej metody, oprócz złoŜoności obliczeniowej, 
jest konieczność wyznaczania optymalnego prawa sterowania od ostatniego 
kroku procesu do kroku pierwszego. Wady tej są pozbawione algorytmy APD,  
w których funkcja wartości jest aproksymowana przez SN krytyka, co umoŜli-
wia generowanie suboptymalnego prawa sterowania online przez SN aktora. 
Rodzina algorytmów APD składa się z sześciu struktur, z których podstawowe 
to heurystyczne programowanie dynamiczne (HDP), DHP i globalne dualne 
heurystyczne programowanie dynamiczne (GDHP). W algorytmie HDP aktor 
generuje suboptymalne prawo sterowania, natomiast krytyk aproksymuje funk-
cję wartości. W algorytmie DHP funkcja aktora jest taka sama, krytyk aproksy-
muje pochodną funkcji wartości względem stanu sterowanego obiektu. Algo-
rytm GDHP ma taką samą strukturę jak HDP, jednak metoda adaptacji wag SN 
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krytyka jest bardziej złoŜona, gdyŜ jest połączeniem metod adaptacji wag kryty-
ka algorytmów HDP i DHP. Pozostałe trzy algorytmy to wersje zaleŜne od ste-
rowania (ang. Action Dependant – AD) podstawowych algorytmów, w których 
sygnał sterowania widziany jako wyjście z SN aktora jest jednocześnie wejściem 
do SN krytyka.  

W prezentowanym układzie sterowania zastosowano algorytm typu DHP, 
gdzie strukturę zarówno aktora, jak i krytyka zrealizowano w formie SN linio-
wych ze względu na wagi warstwy wyjściowej Random Vector Functional Link 
(RVFL), o sigmoidalnych, bipolarnych funkcjach aktywacji neuronów i stałych, 
dobieranych w sposób losowy w procesie inicjalizacji sieci wartościach wag 
warstwy wejściowej. Zastosowano SN o 8 neuronach w warstwie ukrytej kaŜdej 
z sieci. Dobór liczby neuronów warstwy ukrytej SN zaleŜy od wielu czynników. 
W pracy heurystycznie dobrano liczbę neuronów na podstawie wcześniejszych 
badań autora, biorąc pod uwagę rozmiar SN oraz zakładaną jakość sterowania 
ruchem nadąŜnym.  

Warstwa sterowania ruchem nadąŜnym składa się z algorytmu APD w kon-
figuracji DHP, który generuje sygnał sterowania uA{ k} , regulatora PD generują-
cego sygnał sterowania uPD{ k} , członu generującego sygnał sterowania nadzoru-
jącego uS{ k}  oraz dodatkowego członu o strukturze wynikającej z dyskretyzacji 
modelu MRK i sygnale sterowania uE{ k} . Struktura sygnału sterowania nadzoru-
jącego wynika z syntezy algorytmu sterowania nadąŜnego z zastosowaniem 
teorii stabilności Lyapunova. Całkowity sygnał sterowania ruchem nadąŜnym 
MRK wyraŜono wzorem:  

{ } { } { } { } { }

1
k A k PD k S k E kh

 = − + + + u M u u u u  (9) 

przy czym:  

{ } { }

*
{ } { }

{ } 2{ } 3{ }

PD k D k

S k S S k

E k k d k h

=
= 


 = −   

u K s

u I u

u Λe z

 (10) 

gdzie: K D – dodatnio określona, diagonalna macierz współczynników wzmoc-

nień regulatora PD, *
{ }S ku  – wektor sygnałów sterowania nadzorującego,  

I S – macierz diagonalna o współczynnikach IS[j,j] = 1, gdy |s[ j]{ k} | ≥ ρ[j] lub  
IS[j,j] = 0 w przeciwnym przypadku, j = 1,2, ρ[j] – stała wartość projektowa.  

Algorytm sterowania ruchem nadąŜnym MRK opisano szczegółowo w pra-
cach [12, 13].  
 



Rozmyte sterowanie behawioralne...  613 

6. Wyniki testów numerycznych  

Testy numeryczne hierarchicznego układu sterowania ruchem MRK prze-
prowadzono w środowisku obliczeniowym Matlab/Simulink. Zaprogramowano 
model dynamiki MRK, zasymulowano działanie układu sensorycznego robota 
zrealizowanego z zastosowaniem skanera laserowego przestrzeni oraz zamode-
lowano laboratoryjne środowisko pomiarowe. Przygotowane autorskie algoryt-
my symulacji umoŜliwiły modelowanie ruchu MRK oraz symulację interakcji ze 
środowiskiem z zastosowaniem modelu układu sensorycznego robota. W ramach 
testów numerycznych przeprowadzono symulację działania hierarchicznego 
układu sterowania podczas realizacji zadań typu GS i OA. W celu uproszczenia 
zapisu zmiennych, w niniejszym rozdziale zrezygnowano z umieszczania indek-
su k w oznaczeniach zmiennych. Przebiegi wartości wszystkich zmiennych 
przedstawiono w ciągłej dziedzinie czasu. 

Test numeryczny układu sterowania w zadaniu  
typu „podąŜaj do celu”  

Testy numeryczne hierarchicznego układu sterowania ruchem MRK w za-
daniu typu GS przeprowadzono w symulowanym torze pomiarowym, którego 
mapę pokazano na rys. 5. Symbolem trójkąta oznaczono połoŜenie początkowe 
pkt A MRK, S(5,0; 5,0), przy czym orientacja ramy robota była taka, Ŝe jej oś 
symetrii była równoległa do osi x układu współrzędnych, a przód robota skiero-
wany w stronę dodatniej gałęzi osi x. Zadane połoŜenia końcowe przyjęto  
w punktach G1(9,5; 5,0), G2(9,5; 9,5), G3(0,5; 9,5), G4(0,5; 0,5), G5(9,5; 0,5)  
i oznaczono znakiem X na mapie otoczenia. Tor ruchu pkt A ramy zaznaczono 
linią ciągłą. Podczas testu numerycznego krok dyskretyzacji czasu h = 0,01 s.  

Zadanie uznawano za zrealizowane poprawnie, jeŜeli po zakończeniu ruchu 
MRK odległość do celu dG ≤ 0,03 m. Wszystkie przeprowadzone testy nume-
ryczne potwierdziły poprawność procesu generowania trajektorii ruchu do zada-
nego celu. Dalej przedstawiono szczegółowo przebiegi wartości poszczególnych 
sygnałów otrzymanych w czasie symulacji ruchu MRK do celu G2(9,5; 9,5).  

Sygnały sterowania warstwy generowania trajektorii ruchu w zadaniu typu 
GS, odpowiednio uGv i Gu β& , przedstawiono na rys. 6a i b. Na rysunku 6c zobra-

zowano przebieg wartości odległości do celu dG, natomiast na rys. 6d – przebieg 
wartości kąta ψG. Sygnał sterowania zadaną prędkością pkt A ramy przyjmuje 
wartość 1, gdy odległość do celu dG jest duŜa. Gdy odległość do celu maleje, 
zmniejsza się równieŜ wartość sygnału sterowania, powodując zatrzymanie 
MRK w połoŜeniu zapewniającym poprawną realizację zadania. Wartość sygna-
łu sterowania Gu β&  zaleŜy od wartości kąta ψG. Gdy wartość kąta jest „duŜa do- 

datnia”, generowana jest odpowiednia wartość sygnału sterowania. Gdy wartość 
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Rys. 5. Mapa symulowanego środowiska pomiaro-
wego w zadaniu typu „podąŜaj do celu” 

Fig. 5. Map of the simulated measuring environment 
in the „goal seeking” task 

 
Rys. 6. Sygnał sterowania warstwy generowania trajektorii Gvu (a), sygnał sterowa-

nia warstwy generowania trajektorii 
G

u β&  (b), odległość do celu dG (c), wartość kąta 

ψG (d) 

Fig. 6. The control signal Gvu  of the trajectory generator layer (a), the control signal 

G
u β&  of the trajectory generator layer (b), distance to the goal dG (c), value of the ψG 

angle (d) 
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kąta ψG maleje do wartości równej zeru, oznacza to, Ŝe MRK porusza się  
w kierunku celu, a oś symetrii ramy robota pokrywa się z prostą pG.  

Na podstawie sygnałów sterowania warstwy planowania trajektorii ruchu 
uGv i Gu β&  były wyznaczane zadane wartości prędkości kątowych kół 1 i 2: zd2[1]  

i zd2[2]. Jednocześnie trajektoria zadana była przekazywana do warstwy sterowa-
nia nadąŜnego, która generowała sygnały sterowania powodujące realizację za-
danych parametrów ruchu. Przebiegi wartości zadanych i zrealizowanych zd2[1]  
i zd2[2] prędkości kątowych kół przedstawiono na rys. 7a i b.  

 

 
Rys. 7. Wartość zadanej 2[1]dz  i zrealizowanej 2[1]z  prędkości kątowej koła 1 (a), 

wartość zadanej 2[2]dz  i zrealizowanej 2[2]z  prędkości kątowej koła 2 (b) 

Fig. 7. Value of the required 2[1]dz  and obtained 2[1]z  angular velocities of the wheel 

1 (a), value of the required 2[2]dz  and obtained 2[2]z  angular velocities of the 

wheel 2 (b) 

Test numeryczny układu sterowania w zadaniu  
typu „omijaj przeszkody”  

Testy numeryczne hierarchicznego układu sterowania ruchem MRK w za-
daniu typu OA przeprowadzono w symulowanym torze pomiarowym, którego 
mapę przedstawiono na rys. 8. Symbolem trójkąta oznaczono połoŜenie począt-
kowe pkt A MRK, S(0,6; 0,95), przy czym oś symetrii ramy robota była równo-
legła do osi x układu współrzędnych. Zadanego połoŜenia końcowego nie zdefi-
niowano. Tor ruchu pkt A ramy MRK zaznaczono linią ciągłą, liniami przery-
wanymi natomiast – osie wybranych pomiarów zrealizowanych przez układ 
sensoryczny MRK w chwilach t = 0 s, t = 14 s i t = 28 s. Szarymi kropkami za-
znaczono połoŜenia przeszkód wykrytych przez układ sensoryczny robota. Pod-
czas testu numerycznego krok dyskretyzacji czasu h = 0,01 s.  

 
 



616 M. Szuster 

 
Rys. 8. Mapa symulowanego środowiska pomiarowego w zadaniu typu „omijaj przeszkody” 

Fig. 8. Map of the simulated measuring environment in the „obstacle avoiding” task 

Sygnały sterowania warstwy generowania bezkolizyjnej trajektorii ruchu  
w zadaniu typu OA, odpowiednio uOv i Ou β& , przedstawiono na rys. 9a i b.  

W końcowej fazie ruchu robot znajduje się w pobliŜu przeszkód, wartość sygna-
łu sterowania uOv zmniejsza się w celu umoŜliwienia realizacji manewru ominię-
cia przeszkody. Wartość sygnału sterowania Ou β&  zmienia się w sposób powodu-

jący generowanie trajektorii zapewniającej ruch MRK środkiem wolnej prze-
strzeni.  

 

 
Rys. 9. Sygnał sterowania warstwy generowania trajektorii Ovu (a), sygnał sterowania 

warstwy generowania trajektorii 
O

u β& (b) 

Fig. 9. The control signal Ovu of the trajectory generator layer (a), the control signal 

O
u β&  of the trajectory generator layer (b) 

Sygnały sterowania warstwy generowania trajektorii ruchu, zgodnie z za-
leŜnością (4), są przeliczane na zadane wartości prędkości kątowych kół MRK 
zd2[1] i zd2[2], i realizowane przez warstwę sterowania ruchem nadąŜnym. Przebie-
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gi zadanych i zrealizowanych prędkości kątowych kół MRK przedstawiono na 
rys. 10a i b. W początkowym okresie ruchu moŜna zauwaŜyć rozbieŜności mię-
dzy zadanymi i zrealizowanymi wartościami prędkości kątowych obrotu kół, co 
wynika z zastosowanej metody sterowania ruchem nadąŜnym i przyjęcia zero-
wych wartości początkowych wag warstwy wyjściowej SN struktury DHP. 

 

 
Rys. 10. Wartość zadanej 2[1]dz  i zrealizowanej 2[1]z  prędkości kątowej koła 1 (a), 

wartość zadanej 2[2]dz  i zrealizowanej 2[2]z  prędkości kątowej koła 2 (b) 

Fig. 10. Value of the required 2[1]dz  and obtained 2[1]z  angular velocities of the 

wheel 1 (a), value of the required 2[2]dz  and obtained 2[2]z  angular velocities of the 

wheel 2 (b) 

7. Podsumowanie  

Zaprezentowano hierarchiczny układ sterowania ruchem MRK, składający 
się z dwóch warstw. Warstwa nadrzędna generuje trajektorię ruchu MRK  
w zadaniach typu GS i OA. W warstwie tej zastosowano metody AI w postaci 
ULR. Generowana trajektoria jest jednocześnie realizowana przez drugą  
z warstw układu sterowania, którą jest układ sterowania nadąŜnego. W prezen-
towanym przykładzie zastosowano neuronowy układ sterowania z algorytmem 
APD w konfiguracji DHP, w którym struktury aktora i krytyka zrealizowano  
w postaci SN RVFL. Zastosowano SN liniowe ze względu na wagi warstwy 
wyjściowej, z wagami warstwy wejściowej stałymi, dobieranymi w sposób lo-
sowy w procesie inicjalizacji sieci i z sigmoidalnymi, bipolarnymi funkcjami 
aktywacji neuronów. Przedstawiony algorytm sterowania poprawnie generuje  
i realizuje trajektorię ruchu do zdefiniowanego celu w zadaniu typu GS. W za-
daniu typu OA układ sterownia na podstawie sygnałów z modelowanego układu 
sensorycznego MRK, zrealizowanego w postaci skanera laserowego przestrzeni, 
generuje bezkolizyjną trajektorię ruchu. Zastosowanie ULR w algorytmach ste-
rowania behawioralnego warstwy generowania trajektorii ruchu umoŜliwia pla-
nowanie sposobu generowania trajektorii ruchu na podstawie wiedzy eksperta, 
popartej obserwacją analogicznych zachowań organizmów Ŝywych. Zastosowa-
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nie algorytmów APD w konfiguracji DHP umoŜliwia uzyskanie wymaganej 
jakości realizacji ruchu nadąŜnego.  
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FUZZY BEHAVIOURAL CONTROL OF THE WHEELED MOBILE 
ROBOT IN THE UNKNOWN ENVIRONMENT  

S u m m a r y   

In the article the hierarchical control system of the wheeled mobile robot movement in the 
unknown environment with static obstacles was presented. The control system consists of the 
trajectory generator that realises the behavioural control using fuzzy logic system, and the neural 
tracking control system in which approximate dynamic programming algorithm is implemented. In 
the planning layer of movement trajectory the behavioural control tasks of the „goal-seeking” type 
and the „obstacle avoiding” type were realised. In the presented hierarchical control system the 
control signals of the trajectory planning layer were generated using two fuzzy logic systems in 
which Takagi-Sugeno model was utilized. In the movement control layer the approximate dynamic 
programming algorithm in the dual heuristic dynamic programming configuration was applied. It 
consists of two structures: the actor and the critic. Both the actor and the critic structures were 
realised using artificial neural networks. Performance of the proposed control algorithm was veri-
fied numerically using emulator of the wheeled mobile robot and the laboratory measuring track in 
the Matlab/Simulink computational environment.  

Keywords: approximate dynamic programming, trajectory generator, neural networks, tracking 
control, fuzzy logic systems 
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Krzysztof SZWAJKA 1 

ANALYSIS OF THE DELAMINATION  
IN DRILLING OF PARTICLEBOARD 

Particleboard is a wood based composite extensively used in wood working. Drill-
ing is the most commonly used machining process in furniture industries. The sur-
face characteristics and the damage free drilling are significantly influenced by the 
machining parameters. The thrust force developed during drilling plays a major 
role in gaining the surface quality and minimizing the delamination tendency. In 
this study eighteen durability tests of tools for different values of the analyzed cut-
ting parameters were carried out. Based on the obtained results, the effect of cut-
ting parameters of selected signals of axial force and cutting torque was found. 
Mathematical models using ANOVA, allowing to estimate the value of cutting 
forces was proposed. 

Keywords: drilling, feed force, cutting torque, tool wear, laminated chipboard 

1. Introduction 

Particleboard is mainly used for furniture, in flooring, and as panels. Parti-
cleboard is a result of the need to utilize large quantities of sawdust at sawmills. 
Particleboard is usually produced from softwoods and used in panel form. Wood 
particles are bonded using synthetic adhesives and pressed into sheets. Typical-
ly, particleboard consists of a lower density core of coarse particles and outer, 
higher density layers of finer particles. The board performance is greatly influ-
enced by the distribution of density and particle size [1]. Many applications in-
volve bending loads, where a high-density skin and a low-density core are ad-
vantageous. The particleboard panel functions as a sandwich structure and the 
ratio of bending stiffness to weight becomes high. Machining of wood-based 
materials causes cutting tools to wear out much faster than machining of solid 
woods. The use of tungsten carbide tool is also limited because of the relatively 
high rate of wear [2]. The tungsten carbides were liable to wearing during cut-
ting particleboard and fibreboard due to high temperature oxidation and abrasion 
[3, 4]. The machining of particle boards is known to be very difficult because of 
                                                           
1 Autor do korespondencji/corresponding author: Krzysztof Szwajka, Rzeszow University of 

Technology, Faculty of Mechanical Engineering and Aeronautics, 4 Kwiatkowskiego St., 37-450 
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extremely short tool life [5-8]. The influence of content of mineral contamina-
tion has been discussed as the major factor involved in the wearing process of 
cutting edges during the machining of particle boards [5, 6, 9] and high-
temperature corrosion (HTC) was pointed out as a second important factor im-
pacting tool wear during cutting of particle boards [10]. The density affects most 
of the physical and mechanical properties of wood composite panels [11-13]. 
Panel density has been shown to have a considerable impact on flexural proper-
ties of wood-based composites [14].  

2. Material and methods 

The experiments were performed on pre-laminated particleboard (PB) 8% 
moisture containing and density of 670 kg/m3, with the thickness of 12 mm us-
ing Faba HW drills with diameter of 10 mm on Buselatto JET 130 CNC vertical 
machining centre with a maximum spindle speed of 18 000 rpm. Experimental 
set up and drills used for the experiments are shown in fig. 1. The properties of 
tested PB composites are as follow: Rm = 0.43 MPa, E = 2.45 GPa. Processing 
parameters of the tests were: feed – 0.2; 0.25 and 0.3 mm/rev; cutting speed  
– 125-377 m/min and speed – 4000-12 000 min–1. Tests were performed until the 
maximum value of indicator of tool wear was found. Durability experiments are 
consisted of repetitive operations, in which each performed 252 holes. Eighteen 
tests of the tool life were carried out.  

 
a) b) 

       
Fig. 1. Experimental setup (a) and drill bits (b) used in the experiments 

3. Measurements 

The main element of the measurement channel was 9345B2-type piezoelec-
tric sensor with preamplifier charge 5073A211 company KISTLER. For the 
analysis of test results own computer program (LabView programming lan-
guage) allows to determine the values of recorded signal strength measurements. 
The program was based on the automatic determination of measurement of rec-
orded signals at specific periods of time signal. As soon as the signal exceeds the 
axial force Fz, the threshold is adopted at the level of 150 mV for both signals. 



Analisys of the delamination in drilling...  623 

Determination of these measures lasted until the point at which the signal value 
of the axial force decreased below 150 mV. A simplified diagram of the deter-
mination of measurement of signals is shown in fig. 2. 

 

 
Fig. 2. Method of determining a signal strength measurement Fz  

In these studies as a tool wear indicator VBmax = 0.2 mm was adopted. The 
measurement of tool wear was made on the Mitutoyo TM microscope with 
dropped digital camera eyepiece with a resolution of 600 dpi, which allows for 
image archiving on a personal computer. Tests were carried out till the maxi-
mum value of blade wear is accepted. Durability experiments are consisted of 
repetitive operations, in which each performed 252 holes. After each completed 
operation, a measurement of tool wear and registration of signal of axial force 
Fz, as well as cutting torque Mz was carried out. 

4. The test results 

Figure 3. presents examples of obtained waveforms of axial force and cut-
ting torque for new tools (fig. 3a) and wearing tools (fig. 3b). The results of the 
study, which analysed the axial force Fz, and cutting moment Mz using three 
different feed rates f, five speeds vc and three values of tool wear VBmax are pre-
sented below. In the analysis, the effect of feed rate, tool wear and cutting speed 
on the values of the axial force and cutting torque was studied. In order to de-
termine the effect of tool wear on the cutting force and torque ranges of cutting 
tool wear was adopted as the independent variable Fi. The range of the  
independent variable (Fi) used in the analysis of results are as follow:  
F1 = 0-0.095; F2 = 0.100-0.150 and F3 = 0.155-0.200. For the present experi-
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ment, ANOVA analysis was performed in STATISTICA program, which allows 
to evaluate the significance of the impact of three factors on the course of the 
controlled experiment.  

 
a) 

 
b) 

 
Fig. 3. Exemplary signal waveforms of axial force Fz and cutting mo-
ment Mz for new tools (a) and wearing tools (b) 

In this work the level of significance was p = 0.05. The results of analysis 
(fig. 4.) rejected hypothesis about the lack of impact of factor and the factor 
VBmax on the value of the axial force signal Fz. So it can be noted that the value 
of tool wear and feed significantly affects the value of the signal strength in 
drilling. At the significance level p = 0.029 the effect of cutting speed vc on the 
value of the axial force signal Fz was also noticed. An interaction (statistically 
significant) between the studied factors was found. The results of analysis  
(fig. 5.) rejected hypothesis about the lack of impact of factors VBmax and vc (at 
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significance level p = 0.020) on the value of the cutting moment Mz. So it can be 
noted that the value of tool wear and feed, as well as cutting speed significantly 
affect the cutting torque during drilling. Furthermore, it is highly significant to 
consider the interaction of the factors VBmax and vc.  

 

 
Fig. 4. The influence of cutting parameters on the value of the axial force signal Fz 

Design of cutting tools, especially with complex shapes, such as drills, cut-
ters should be preceded by the optimization process. This requirement is often 
due to optimization of the fact that the two conflicting criteria must be taken into 
account at the design stage. This is best illustrated by an ordinary drill, where on 
one side of the flute cross-section should be as large as possible (this facilitates 
the discharge of a large quantity of chips) on the other hand, the cross section of 
the core should be large to increase mechanical strength of the drill, and thus 
allow the use of higher cutting. Both criteria are mutually contradictory, because 
of the increase in the diameter of the drill bit flute cross-sectional area helps to 
reduce the cross-sectional area of the core drill, and vice versa. So finding  
a compromise solution requires optimization action. The optimization procedure 
is subject to the earlier diagnosis of the state of charge of such a tool. Distribu-
tion of both forces and moments values resulting from the process of the chip 
affects the wear of cutting edges of the tool. Axial force Fz and cutting torque Mz 
are defined as:  
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max
F F Fx y z

z F cF C VB f v= ⋅ ⋅ ⋅

 

 (1) 

max
M M Mx y z

z M cM C VB f v= ⋅ ⋅ ⋅  (2) 

where: CF, CM – constants dependent on the processing conditions determined 
experimentally, xF, xM – exponent characterizing influence of tool wear VBmax, 
yF, yM – exponent characterizing influence of feed f, zF, zM – exponent characte- 
rizing influence of cutting speed vc. 

 

 
Fig. 5. The influence of cutting parameters on the value of the cutting moment signal (Mz) 

Below shows the estimate of the signal value of axial force and torque. This 
resulted in dependence described by eq. (3) and (4): 

0.37 0.33 0.02
max1518z cF VB f v= ⋅ ⋅

  

 (3) 

0.47 0.85 1.19
max1400z cM VB f v= ⋅ ⋅  (4) 

To verify the derived eqs. (3) and (4) a comparative analysis between the 
actual values, obtained in the study, and the estimated values were carried out, 
on the basis of these relationships (fig. 6.).  
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Fig. 6. Actual and estimated values of the axial force Fz and the cutting moment Mz 

5. Conclusions 

Based on the results of analysis and eqs. (3) and (4) it can be seen that the 
signal of the axial force Fz strongly depends on both the tool wear and feed rate. 
The influence of the cutting speed can be omitted here due to the fact that the 
value of exponent of vc (eq. (3)) is close to zero. A significant effect of all three 
independent variables (eq. (4)) on the value of the cutting torque signal Mz can 
be observed. 
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ANALIZA ROZWARSTWIANIA PŁYTY WIÓROWEJ  
PODCZAS WIERCENIA 

S t r e s z c z e n i e   

Płyta wiórowa jest kompozytem, którego podstawowym składnikiem jest drewno. Ma szero-
kie zastosowanie w przemyśle. Proces wiercenia to najpopularniejszy proces obróbki stosowany 
w przemyśle meblarskim. Siła osiowa i moment skrawania występujące podczas procesu wierce-
nia odgrywają waŜną rolę w uzyskaniu odpowiedniej jakości powierzchni. W przeprowadzonych 
badaniach wykonano osiemnaście prób trwałościowych narzędzia dla róŜnych wartości analizo-
wanych parametrów skrawania. Na podstawie wyników uzyskanych z przeprowadzonych badań 
określono wpływ wybranych parametrów skrawania oraz zuŜycia narzędzia na wartość siły osio-
wej i momentu skrawania. Zaproponowano modele matematyczne, wykorzystując analizę warian-
cji ANOVA, pozwalające oszacować opory skrawania. 
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A 3D NUMERICAL MODELING  
OF HEMISPHERICAL CONTACT AGAINST  
AN ELASTIC-PLASTIC FLAT SURFACE 

This paper presents a method of determining the anisotropic friction model for 
sheet metal forming processes based on experimental data obtained from the pin-
on-disk tribometer test. The frictional investigations presented in this work were 
conducted for deep drawing quality cold-rolled steel sheet. The anisotropic friction 
model corresponded to experimental results was implemented into a finite element 
(FE) model built using the ABAQUS software. In the numerical investigations the 
hemispherical contact against an elastic-plastic flat was analysed. Both material 
and friction anisotropy influenced the non-uniformity of the stress distribution 
around the hemisphere axis, which is clearly visible for higher values of hemi-
spherical solid indentations. It was found that the change of isotropic friction to an-
isotropic conditions for both material models slightly influences – the value and 
change of equivalent plastic strain distribution in contact zone.  

Keywords: anisotropy, contact modeling, elastic-plastic contact, friction model-
ing, friction anisotropy 

1. Introduction  

The frictional behaviour depends on several parameters such as the contact 
pressure, sliding velocity, tools and sheet surface roughness as well as lubricant 
conditions. Moreover, frictional resistance depends on physical and chemical 
factors acting on the contact surface, dynamics of the loads and the temperature 
[1-3]. The origin of this anisotropy can be attributed to two different sources. 
The first one is the material itself where the anisotropies of the materials consti-
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tuting the bodies manifest themselves on the contact surface. The second one is 
technological. The industrial process used to fabricate the bodies can create 
striations along preferential directions. Currently, there are not so many publica-
tions focusing on frictional anisotropy and its implementation in numerical 
simulations of sheet metal forming processes. Attention should be paid to the 
work of Hjiaj et.al. [4] where isotropic Coulomb’s frictional contact law to ani-
sotropic friction conditions with non-associated sliding rule was generalized. 
Based on a model of rigid anisotropic asperities, a theoretical investigation on 
friction limit surfaces and sliding rules has been carried out by Mróz and 
Stupkiewicz [5]. Effect of strain hardening on the elastic-plastic contact of  
a deformable sphere against a rigid flat under full stick contact condition is stud-
ied by Chatterje and Saho [6]. They have also made a comprehensive review of 
literature on models of elastic-plastic contact. 

Most of friction models are completely defined by the friction conditions 
which specify a set of admissible contact forces and the sliding rule which stipu-
lates what directions of sliding are allowed [4]. The limit surface is usually as-
sumed to be isotropic predicting a frictional behaviour independent of the sliding 
direction. For many industrial applications, this assumption seems to be unrealis-
tic and many experimental studies show that the frictional behaviour can change 
drastically with the sliding direction, requiring an anisotropic model. 

This paper presents a method of determining the anisotropic friction model 
for sheet metal forming processes based on experimental data obtained from the 
pin-on-disk tribometer test. The anisotropic friction model corresponded to ex-
perimental results was implemented into a finite element (FE) model built using 
the ABAQUS software. In the numerical investigations the hemispherical con-
tact against an elastic-plastic flat was analysed. 

2. Experimental procedure 

The frictional experiments presented in this work were conducted for deep 
drawing quality (DDQ) cold-rolled steel sheet with a sheet thickness of 1 mm. 
The mechanical properties of the sheet metal (tab. 1.) have been determined 
through uniaxial tensile tests along three directions with respect to the rolling 
direction. The parameters C and n in Hollomon equation have been fitted on 
stress-strain curve of the tensile test. The anisotropy of plastic behaviour of sheet 
metals is characterized by the Lankford’s coefficient r [7]. A measured r-value 
that differs from unity shows that there is a difference between mechanical prop-
erties measured in plane and through-thickness, which is usually characterized 
by the normal plastic anisotropy ratio. The sheet metal exhibits in-plane anisot-
ropy in the yield stress and the r value, while the hardening exponent value is 
not significantly affected by the sample orientation. The r value in the rolling 
direction is smaller than measured value in the transverse direction because it is 
inversely proportional to the thickness strain. The accommodation of strain in 
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the width of the specimen is easier if the basal planes are more tilted to the width 
direction of the specimen. 

Table 1. Mechanical properties of DDQ steel sheet metal 

Orientation 
Yield  

stress Re 

[MPa] 

Ultimate 
tensile 

strength Rm 
[MPa] 

Hardening 
coefficient C  

[MPa] 

Strain  
hardening 
exponent n 

Lankford’s 
coefficient r 

0° 162 310 554 0.21 1.55 
45° 163 322 542 0.20 1.27 
90° 168 312 530 0.21 1.67 

 
The friction properties of the deep drawing quality steel sheets used in the 

experiments were determined by using the pin-on-disc tribometer T01-M  
(fig. 1.) [8]. The device ensures to carry out investigations in accordance with 
ASTM G99 and DIN 50324 standards. The values of friction coefficient were 
determined in dry friction conditions. Prior to each test, the pin and disks were 
degreased using acetone to remove metal fragments and oil from the surface. 
The tests were conducted under the following conditions: 

• indenter: a ball with the diameter of 5 mm, 
• speed of sample rotation ω : 36 rpm, 
• tangential velocity: 0.04 m·s–1, 
• loading weight: 11.77 N, 
• track: circle of radius R = 10 mm. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1. The general scheme of the measure-
ment 

Cyclical nature of the friction contact of pin-on-disk surfaces during tribo-
meter test is the reason for the accumulation of wear products [9] and, conse-
quently, may lead to a seizure of mating surfaces so the friction coefficients 
were determined for first sample rotation using the formula: 
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,T

N

F

F
µ =   

where FT – friction force, FN – pin loading force. 

To confirm that steel sheets are characterized by the anisotropy of tribologi-
cal properties, friction anisotropy on a given surface has to be clearly distin-
guished from friction anisotropy for different perpendicular orientations between 
the pin and the surface. As shown in fig. 2., changes of friction coefficient value 
exhibit two maxima for a rotation through 360º. They correspond to the meas-
urement of friction coefficient value transverse to the rolling direction. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Fig. 2. The variation of friction coefficient val-
ue as a function of measurement orientation (°) 
according to the rolling direction of sheet, dry 
friction conditions 

3. Elastic-plastic analytical analysis 

It was concluded that relation between mean pressure and penetration depth 
of tribometer’s indenter follows a power law. For a non-linear elastic-plastic 
material with strain hardening described by the Hollomon’s equation n

p Cσ ε= ⋅  

relation between mean pressure and contact radius equals [10]: 

,
n

n
av

a
p C

D
αβ  =  

 
 

where α = 2.8 and β = 0.4 are the universal material constants with the values 
proposed by Tabor [11], D is a sphere diameter and a is a contact radius evaluat-
ed from the formula: 
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where h is a permanent penetration depth. 

It was assumed by Hill et.al. [10] that the indenter is approximated by a pa-
raboloid, and the indentation profile w(r) could be described by the formula: 

2

( ) ,
r

w r h
D

= −  

for r ≤ a. 

As stated Kucharski and Mróz [12] for elasto-plastic analysis of the inden-
tation test there are more geometrical parameters available (fig. 3.): depths of 
penetration ht and hp in the loaded state and after unloading, respectively; simi-
larly at and ap denote the contact radii in the loaded and unloaded states.  

 

 
Fig. 3. Loaded and unloaded configuration in the ball indentation 

Adler and Dogan [13] provided the variation of the indentation curvature 
during unloading as: 

,

n
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and De specified Hertz solution [14] for elastic unloading: 

2

8
.

3π (1 )
e

av

aE
D

p ν
=

−
 

Field and Swain [15] renounced the measurement of a and introduced the 
contact radius ac (fig. 3.) specified at the level of the undeformed surface: 

2 .ca Dh h= −  

4. Numerical modeling 

In the numerical investigations the elastic-plastic hemispherical contact 
against an elastic-plastic flat was analysed. Symmetry of the process was utilized 
in order to reduce the computational time. Only one quarter of blank and the ball 
(fig. 4.) with symmetry boundary conditions were modeled. As shown in fig. 4. 
only the indentation test was analysed. Neither sheet nor ball rotation was con-
sidered. anisotropic friction model corresponded to experimental results was 
implemented into a finite element (FE) model built using the commercial FE-
package ABAQUS. The variation of friction coefficient was not uniform along 
the friction track (fig. 2.). As it was found in previous investigations [16] the 
anisotropic elliptic friction model approximates well the experimental variations 
of friction coefficient value. The minimal and maximal values of friction coeffi-
cient in implemented elliptic model were 0.128 and 0.157, respectively. For the 
isotropic frictional conditions an average value of friction coefficient 0.1425 was 
used. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig. 4. Numerical model of ball indentation test 

The ball was made from bearing steel with hardness considerably larger in 
comparison with the sheet material. So the material of the ball was assumed as 
elastic. An elastic-plastic material model of sheet was implemented. The elastic 
behavior is specified in numerical simulations by the value of Young’s modulus, 
E = 210000 MPa, and of Poisson’s ratio ν = 0.3. In the numerical model, the 
anisotropy of the material has been established using Hill (1948) yield criterion 
[17] which is the most frequently used yield function for steel sheet metals [7]. 
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Furthermore, the isotropic Huber-Mises-Hencky material model is considered. 
The isotropic hardening behaviour in the FEM model uses the Hollomon power-
type law.  

For the blank and hemisphere meshing the 3-dimensional 8-node brick ele-
ments were used. The hardness of the indenter is considerably higher than the 
blank hardness so the hemisphere is considered to be elastic, no plastic defor-
mation is assumed in this part during the simulation. The blank model is com-
posed of 22880 of C3D8R type elements. The least length of the element edge 
was 0.004065 mm. 

Calculations were performed using the implicit finite element code where 
the internal forces were balanced with the external forces through an iterative 
procedure, which gave the deformed state after a time increment. One of the 
merits of this method is that the time increment can be relatively large because 
of conditional stability of the implicit time integrator and static solutions can be 
obtained by natural characteristics of the method.  

The influence of mesh size on the accuracy of numerical results was not 
considered. It is generally known, that the model with high number of elements 
gives more accurate results. The mesh density of the model assures to get the 
results in reasonable time. 

5. Results and discussion 

The small errors could be attributed to the averaging of the stress data from 
integration points to boundary nodes and the discretization of the continuous 
surface. As the pin load increases, the plastic zone continues to grow until the 
edge of the plastic zone reaches the surface near the edge of the contact radius. 
The maximum value of equivalent plastic strain is found at the subsurface, some 
distance below the centre of the contact region (fig. 5.). The anisotropy of both 
material and friction conditions was influenced on non-uniformity of the stress 
distribution around the pin axis, which was clearly visible for higher values of 
ball indentations. As shown in fig. 6. the change of isotropic friction to aniso-
tropic conditions for both material models slightly influenced on the change of 
equivalent plastic strain distribution. Similar dependence is observed for equiva-
lent plastic strain value measured along the rolling direction and transverse to 
the rolling direction (fig. 7.). As the load increases, for both material models, the 
plastic zone continues to grow until the edge of the plastic zone reaches the sur-
face near the edge of the contact radius. Furthermore, the zone of maximum 
equivalent plastic strain moves radially from the centre towards the surface in-
side the maximum contact radius which is in agreement with the analytical re-
sults of research made by Kral et.al. [18].   
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Fig. 5. The distribution of equivalent plastic strain through the 
sheet thickness 

 

 
Fig. 6. Distribution of equivalent stress in the sheet for ball indentation 0.018 mm 

6. Conclusions 

The experimental results of friction tests show that the friction coefficient 
depends on the measured angle from the rolling direction and corresponds to the 
surface topography. The anisotropic friction model corresponded to experi-
mental results was implemented into a finite element model. In the numerical 
model, the anisotropy of the material has been established using Hill [17] yield 
criterion. Furthermore, the isotropic Huber-Mises-Hencky material model is 
considered. The simulations of pin indentation show that as the load increases, 
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the plastic zone continues to grow until the edge of the plastic zone reaches the 
surface near the edge of the contact radius. Furthermore, as the pin load increas-
es, for both material models, the plastic zone continues to grow until the edge of 
the plastic zone reaches the surface near the edge of the contact radius. It was 
found that the change of isotropic friction to anisotropic conditions for both ma-
terial models slightly influences the change of equivalent plastic strain distribu-
tion. 

 

 
Fig. 7. The distribution of equivalent plastic strain measured 
along the rolling direction (0-0) and transverse to the rolling di-
rection rolling (90-90) 
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ANALIZA NUMERYCZNA 3D KONTAKTU POWIERZCHNI  
PÓŁKULISTEJ Z PŁASZCZYZN Ą SPRĘśYSTO-PLASTYCZNĄ  

S t r e s z c z e n i e   

Artykuł prezentuje metodę wyznaczania anizotropowego modelu tarcia dla procesów kształ-
towania blach na podstawie danych eksperymentalnych otrzymanych w próbie trobotestera  
o skojarzeniu trzpień na tarczy. Badania tarciowe przedstawione w pracy wykonano dla zimno-
walcowanych blach stalowych głęboko tłocznych. Anizotropowy model tarcia odpowiadający 
wynikom eksperymentalnym zaimplementowano do modelu elementów skończonych z wykorzy-
staniem programu ABAQUS. W badaniach numerycznych analizowano kontakt powierzchni 
półkulistej ze spręŜysto-plastyczną powierzchnią płaską. Anizotropia materiału oraz tarcia wpływa 
na nierównomierność rozkładu napręŜeń dookoła osi półkuli, co jest wyraźnie widoczne dla więk-
szych zagłębień bryły półkulistej. Zmiana modelu tarcia z izotropowego na anizotropowy nie-
znacznie wpływa na wartość i zmianę rozkładu napręŜeń oraz odkształceń zastępczych w strefie 
kontaktu. 

Słowa kluczowe: anizotropia, modelowanie kontaktu, kontakt spręŜysto-plastyczny, modelowanie 
tarcia, anizotropia tarcia 
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HARDENING LAWS IN MULTILEVEL CRYSTAL 
PLASTICITY MODELS AND MACRO EFFECTS  
OF COMPLEX CYCLIC LOADING 

The problem of constructing a physically based hardening laws of mono- and po- 
lycrystalline samples in multi-level theories using crystal plasticity is considered, 
these hardening laws should allow describing the process of the defect structure 
evolution of the material due to the intensive inelastic deformations. It is also 
should be applicable to the description of complex and cyclic loading. An ap-
proach to the construction of a general and a particular form of hardening law is 
proposed, which takes into account the interaction of full and split dislocations 
with each other, forming and destruction of dislocation barriers, annihilation of 
dislocations during reverse loading and the interaction of intragranular and grain 
boundary dislocations. Using the obtained hardening law, the known experimental 
effects of complex and cyclic loading are described. 

Keywords: multilevel models, crystal plasticity, hardening, complex loading, cy-
cle loading, damage accumulation. 

1. Introduction  

Changes in the physical and mechanical properties of the specimen during 
deformation in complex cyclic path is a consequence of a substantial restructur-
ing of the micro- and mesostructure of the material, mainly – a consequence of  
a significant evolution of the dislocation (wider – defective) structure of the 
material [1]. Directly into the structure of crystal plasticity relations description 
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of the microstructure evolution is introduced through specific relationships that 
determine the change of the critical shear stress on the slip systems on a set of 
parameters defined on the basis of physical analysis (shears, temperature, stack-
ing fault energy etc.), which are commonly called hardening law [2-4]. The 
above explains the considerable attention in crystal plasticity theories, which is 
paid to the modification of hardening law, in particular – in connection with the 
new experimental data obtained with the use of high-resolution equipment (in 
particular – an electron microscope), this is shown in [5]. 

The aim is to study the effects produced by polycrystalline representative 
macro volume of material under complex and cyclic loading (and the transition 
from one to another type of loading) as a consequence of changes occurring at 
the level of the dislocation structure in the process of loading, and attempt to 
modify the laws hardening so way that they can physically transparently de-
scribe these changes and effects. In particular, the unresolved issue is to justify 
and describe the known experimental effects, such as the dependence of addi-
tional cyclic hardening of the degree of disproportionality of loading, cyclic 
softening the transition from non-proportional to proportional loading, transverse 
reinforcement, which manifests itself when, after proportional loading in one 
direction is followed by proportional loading in the other direction. 

2. Two-level constitutive model for inelastic deformations  
 of polycrystals and hardening description  

This paper uses a model based on the developed by a team of the Depart-
ment of mathematical modeling of systems and processes Perm National Re-
search Polytechnic University two-level approach to the consideration of inelas-
tic deformation of polycrystalline metals (see [1]). As a top (macro-) level, we 
consider representative volume of the material, and the lower level means the 
level of the individual crystallites. Next, to simplify the upper level (macro-
representative) will be called the macro level, and the lower (separate single 
crystals with ideal crystal lattice) will be called meso level. 

The constitutive model of the macro-level is the following set of equations 
(hereinafter macro-parameters are indicated in capital letters, the similar meso 
parameters – in lower case): 
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here: Σ  – Cauchy stress tensor, Π  – elastic moduli tensor, D, ,e inD D  – strain 
rate tensor, its elastic and inelastic parts, index R means independent of refe- 
rence system choice derivative [1], Ω  – tensor describing the motion of the 
moving coordinate system with respect to which the strain is determined at the 

macro-level; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,in
i i i i iп σ d ω o  – elastic constant tensor, stress tensor, elastic 

and inelastic parts of strain rate tensor, spin and the orientation of i-crystallite, N 
– number of crystallites forming a representative macro-level.  

At the meso level (the level of the crystallite) in the two-level model using 
the following system of relations (crystallite number is omitted): 
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where σ – Cauchy stress tensor, п – crystallite elastic moduli tensor, 

, ,e in  d d d  – strain rate tensor, its elastic and inelastic parts, ( ) ( ),i i
cγ τ  – accumu-

lated shear and the critical shear stress on the i-th slip system, ( )
( )
i
Sm – symmetric 

part of the orientation tensor of the i-th slip system, 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ,2
i i i i i
S S S S S= +m b n n b ( ) ( )

( ) ( ),i i
S Sb n – unit vectors in the direction of the 

Burgers vector and the normal to the slip plane; 0 , nγ&  – material constants: the 

characteristic shear rate and rate sensitivity of the material, ( )iτ  – acting slip 

system shear stress, ( ) ( ) ( )
( ) ( ) : ,i i i

S Sτ = b n σ  ( )H ⋅  – Heaviside function, K – the 

number of slip systems for this type of crystal lattice, о – tensor of the current 
orientation of the crystallographic coordinate system to the fixed laboratory sys-
tem. 

As the defining relation (equation of state) at the meso level plays rate form 
of Hooke's law (21), taking into account the geometric nonlinearity: quasi-solid 
movement on the meso level is associated with the rotation of the lattice (crystal-
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lographic coordinate system); in the corotation derivative of the Cauchy stress 
tensor appears spin tensor, characterizes the crystal lattice rotation rate. 

For scale transition we used generalized Voigt hypothesis, according to 
which the velocity gradient of movement for each crystallite is equal to the mac-

ro-velocity gradient̂ ˆ .∇ = ∇v V  In [1], the problem of different scale levels de-
fining relations homogenization in the two-level model of inelastic deformation 
is considered, one of making results is to determine the quasi-solid movement on 
the macro level Ω  and the inelastic part of the strain rate tensor at the macro 

level inD  to ensure homogenization conditions: 

>, >, >= < = < = <П п Σ σ D d    (3)  

It is shown that for (3) in conjunction with the systems of eqs. (1) and (2) 
the spin Ω  and inelastic strain rate tensor inD  should be determined by the 
relations: 

= < >Ω ω     (4) 

1 1  : : :( )in in in− −′ ′ ′ ′ ′ ′= < > + < > −  < ⋅ > − < ⋅ >D d d ω σ σ ωπΠ Π  (5) 

where the prime denotes the deviation of the corresponding values from its aver-
age values at representative macto-volume. 

In the numerical implementation of the mathematical model (1)-(5) is pro-
posed to use the Adams-Moulton scheme („predictor-corrector”), which can 
significantly improve the accuracy of the calculations without significantly in-
creasing computing time (estimation in [6]). The correct description of 
hardening, which is an essential mechanism of the plastic deformation, allows to 
obtain dependence the numerical experiments which corresponding experiments, 
on the other hand, in the hardening laws it is inherent the description of the 
microstructure of the material and the laws of its evolution. 

Hardening is divided into „non-oriented” and „oriented”. The first describes 
the hardening regardless of the direction of deformation (under this definition, 
processes such as the formation of the intersection of dislocations, plaits, braids, 
dislocation barriers), and the hardening increases the critical shear stress at once 
on many slip systems (or even all at once). The second is related to the 
accumulation of elastic energy to „pursed dislocations” (at different barrier) and 
this energy may be (fully or partially) released at the change of the direction of 
deformation. The second type, in general, can be described by the kinematic 
hardening, or due to simultaneous changes in the critical shear stress on the 
opposite slip systems. 

By using the formalism of constitutive models with internal variables and 
two-level mathematical model of polycrystals inelastic deformation, based on 



Hardening laws in multilevel crystal plasticity models...  643 

the crystal elastoviscoplastic model at meso level, we received both general and 
particular forms of hardening laws of mono- and polycrystalline, that allow to 
describe the formation and destruction of dislocation barriers, the annihilation of 
dislocations (and so describes Bauschinger effect), and additional hardening, 
resulting from the interaction of intragranular and grain boundary dislocations 
[1]. As the basic law is considered a power hardening law in type of: 
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which takes into account the interaction of forest dislocations and modified to 
reflect the complexity of the previous loading. 

Assuming additivity of the critical shear stress rates on the slip system due 
to different mechanisms of hardening, the power law (6) is supplemented by 
terms that take into account the basic mechanisms of obstacles during plastic 
deformation, left out the first (power) term: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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where ( ) ( ) ( )
1 2, , , ;i i i

nα α αK  ( ) ( ) ( )
1 2, , ,i i i

mβ β βK  – sets of internal variables 
describing appropriate mechanisms (in general, they may take different values at 
each moment of deformation for different slip systems) [7]; here the term 
describes additional hardening due to reactions to the split dislocations, and  

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1 2, γ ; , , ,k i i ii i

annih mf γ β β β& K  allows to consider a decrease of the critical shear 

stress for reverse slip through dislocation annihilation. 

An additional hardening function ( )i
barf  is taken in the form of: 
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where SFEγ  – stacking fault energy (SFE) of the material, *
S FEγ  – critical SFE, 

beyond which this mechanism relies insignificant for this material, *N  – the 

number of slip systems, coupled to given, ( )i
cτ  – current (full) critical stress,  

( )i
сfrτ  – critical stress for barrier destruction, 0

bγ  – small constant, ikξ  – material 

constants, taking into account the strength of each of the six types of barriers.  

The equation (8) explicitly takes into account the differences in the known 
types of dislocation barriers and different energies of destruction (or bypass) of 

these barriers (with the optional parameter ( )i
с frτ ). Oriented hardening, which is 

realized by „pursed” by obstacles dislocation annihilation, due to the changing 
the deformation direction is also considered. Details of the physics of the 
annihilation process and factors affecting the decrease of the critical shear stress 
on the slip systems as a result of the annihilation of dislocations is considered 
[7]. To evaluate the released elastic energy in relation to ( )i

annihf  an additional 
factor that takes into account the complexity of the loading on all of the slip 
systems (here is an example for the fcc lattice) is introduced: 
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where: 0
aγ  – small constant, 2ξ  – material constant. 

3. Results and discussion 

In figure 1. is shown a diagram of the cyclic uniaxial loading polycrystal-
line aggregate using modified relations (6)-(9), the physical and mechanical 
parameters of the model correspond to the technically pure copper. Nonlinear 
effects associated with the formation and destruction of dislocation barriers do 
not appear in the smallness of deformations. It is clearly visible on the stationary 
trajectory of deformation. It should be noted that the hardening law in the form 
of (6) can only describe the effects of hardening associated with linear (or weak-
ly nonlinear, depending on the ψ value) the interaction of dislocations (in the 
first time – the interaction of individual dislocations with various point obsta-
cles, as well as the interaction of dislocations each own elastic stress fields). 
Mathematically it is possible to determine the parameters of the law (6) to obtain 
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a substantially nonlinear form of the loading curve, but such description cannot 
be considered physically correct if we try to base model on the physical separa-
tion of hardening mechanisms. 

 

 
Fig. 1. The stress–strain diagram during cyclic deformation of polycrystalline aggregate;  
20 cycles total 

 
Fig. 2. The stress–strain diagram under uniaxial compression of polycrystalline aggregate; 

( )
0 1,05,if =  5

0 5 10bγ −= ⋅  
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Figures 2. and 3. show the dependence of various stress-strain diagram for 
polycrystalline aggregate if using in the hardening law additional term in the 
form (8), with the values specified in the caption. Clearly visible nonlinearities 
appearing in the diagram due to the effect of „blocking” slip systems by sessile 
dislocation when accumulated to a certain critical value, and accordingly releas-
ing these systems from the deformation process. As long as there is a slip system 
(or set of slip systems), where the dislocation slip activate criteria is fulfilled, the 
material during plastic deformation will be forced to use a smaller number of 
slip systems than is necessary in order to fully choose the prescribed defor-
mation. So, in the moments of one system closing and before the activate anoth-
er systems the share of elastic deformation in full deformation rises sharply, 
resulting in a steep increase in stress on the diagram, with a further deformation 
there is gradual diagram alignment by activate new or additional slip systems. 

 

 
Fig. 3. The stress–strain diagram under uniaxial compression of polycrystalline aggregate,

( )
0 1,02,if =  5

0 2,5 10bγ −= ⋅  

In addition, interesting question is the consideration of the term, which re-
flects the formation of sessile dislocations, depending on the concrete slip sys-
tem. Figure 4. shows a typical dependence of the critical additional stress due to 
(8), at all slip systems randomly selected grain, on the intensity of deformation. 
It may be noted that very different from other systems rate of accumulation of 
barriers on two slip systems, which are symmetrically oriented with respect to 
the loading direction, in addition, a noticeable phenomenon connected deactivate 
and activate of slip systems process. Sharp bend at the diagram for some systems 
is due not so much the shear rates in these systems as the accumulation of split 
dislocations in a pair of conjugated systems with the highest increase of addi-
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tional stresses. When activating these systems, even small shear rate on them 
leads to an abrupt increase in the critical stress due to the large accumulated shift 
in their conjugate systems. In turn, such a high increase in the critical stress 
leads to a rapid shutdown of the system from the plastic deformation, and the 
process repeats. 

 

 
Fig. 4. Typical dependence of the critical additional stress due to (8) for the slip systems of any 
grain 

 
Fig. 5. The stress–strain diagram for cyclic deformation of polycrystalline aggregate with terms (8) 
and (9): 1-3 – cycle numbers 
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Figure 5. shows stress–strain diagram for polycrystalline aggregate when 
considering the term (9), which describes the decrease of the critical stress on  
the slip system, due to the annihilation of dislocations during pursed reverse 
loading. The calculations were performed for two cycles in tension-compression. 
Clearly visible reduction of the yield strength when the sign change of defor-
mation: from 32 MPa initially to 28 MPa after the first change of deformation 
direction, and from 34 MPa to 30 MPa in the second cycle. 

4. Conclusions 

We received both general and particular forms of hardening laws of mono- 
and polycrystalline that allows describing the formation and destruction of dislo-
cation barriers, the annihilation of dislocations as well as additional hardening, 
resulting from the interaction of intragranular and grain boundary dislocations. 
Thehardening is divided into „non-oriented” and „oriented”. The first type de-
scribes the hardening regardless of the direction of deformation (under this defi-
nition, processes such as the formation of the intersection of dislocations, plaits, 
braids, dislocation barriers), and the hardening increases the critical shear stress 
at once on many slip systems (or even all at once). The second type is related to 
the accumulation of elastic energy to „pursed dislocations” (at different barrier) 
and this energy may be (fully or partially) released at the change of the direction 
of deformation. The analysis of the possible mechanisms of interaction between 
carriers and the plastic deformation of the crystal lattice defects is executed; 
hardening laws that discover a good agreement with experimental data are pro-
posed. We also introduce the parameters characterizing the accumulation of 
damage and formulate fracture criterion using methodology of multilevel model-
ling. 
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PRAWA UMOCNIENIA W MODELACH WIELOPOZIOMOWYCH 
PLASTYCZNO ŚCI KRYSTALICZNEJ ORAZ SKUTKI W SKALI  
MAKRO ZŁO śONEGO OBCIĄśENIA CYKLICZNEGO  

S t r e s z c z e n i e  

W artykule przedstawiono problem budowy fizycznie uzasadnionych praw umocnienia pró-
bek mono- i polikrystalicznych w wielowymiarowych teoriach plastyczności krystalicznej. Roz-
waŜane prawa umocnienia powinny pozwalać na opis procesu rozwoju struktury uszkodzenia 
materiału spowodowanej intensywnymi odkształceniami niespręŜystymi. Powinny równieŜ umoŜ-
liwiać na opis złoŜonych i cyklicznych obciąŜeń. Zaproponowano podejście do budowy ogólnej 
i szczegółowej postaci prawa umocnienia, które uwzględnia wzajemne oddziaływanie dyslokacji 
pełnych i wieloczęściowych, kształtowanie i niszczenie barier dyslokacyjnych, anihilację dysloka-
cji podczas procesu przeciwnego obciąŜania, oddziaływanie dyslokacji wewnątrzziarnowych oraz 
występujących na granicach ziarn. Wykorzystując otrzymane prawa umocnienia, określono znane 
skutki eksperymentalne złoŜonego i cyklicznego obciąŜania. 

Słowa kluczowe: modele wielopoziomowe, plastyczność krystaliczna, obciąŜanie złoŜone, obcią-
Ŝenie cykliczne, akumulacja zniszczenia 
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CLINCHING JOINT FORMING SPEED IMPACT 
ON THE JOINTS STRENGTH 

This publication presents the impact of the forming speed of clinching joints on the 
static strength of a joint for DX51D + Z275 sheet material. For the chosen parame-
ters of joined sheet materials (total sheet thickness 2 mm) the geometry of forming 
tools, such as punch and die diameters (and radial clearance between the tools), the 
die depth and the parameter X (the minimum thickness of the joint embossment) 
were selected. The speed of joint formation (punch movement) was 3, 50 and  
100 mm·s–1. To reduce the samples deformation during the tensile test the special 
apparatus was used. The mean values of forming parameters e.g., standard devia-
tion and coefficient of variance of both forming and tearing forces were calculated. 
According to the ISO 12996-2013 standard the main strength structure parameters 
of clinching joints were determined. 

Keywords: ISO 12996-2013, parameters of the joining technology, clinching  

1. Introduction 

The clinching joints, formed by using rigid tools with axisymmetric profile, 
are the group of connections most commonly used in the joining process of thin-
walled structures. The main advantage of those tools is their simple geometry 
[1-3]. An example of clinching joint application in automotive industry was 
presented in fig. 1. The appropriate selection of tools parameters determines the 
size of interlock, which influences the strength of a joint. The change of the 
thickness of metal sheet and its arrangements creates the need to change the tool 
geometry (especially the punch and die diameter and the die depth) and the for-
mation process parameter (the minimum dimension of the joint embossment – 
parameter X). The change of these parameters influences not only the strength of 
a joint but also the process of energy consumption (especially the value of form-
ing force) [4-9]. Other parameters of forming process, such as forming speed, 
stop time of a punch inside the material after the interlock formation, are chosen 
according to the directives of device manufacturers. 

                                                           
1 Autor do korespondencji/corresponding author: Waldemar Witkowski, Rzeszow University of 

Technology, 8 Powstańców Warszawy Avenue, 35-959 Rzeszow, Poland, tel.: (17) 8651643, e-
mail: wwitkowski@prz.edu.pl 
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There are no experimental studies on the impact of the formation speed of 
sheet metal joint on the connection strength. Hence, for the DX51D sheet mate-
rial, an analysis of the impact of punch speed movements, during the interlock 
formation, on the strength of joints in the tearing test was presented. 

 

       
Fig. 1. Clinching joint in car bracket 

2. Experimental studies  

In the experimental studies the DX51D + Z275 sheets (material no. 1.0226), 
coated with galvanized zinc 275 g·m–2 were used. The thickness of joined sheets 
was 1±0.05 mm. The samples with shape and dimensions presented in fig. 2a 
were joined by redrawing upper sheet in the lower sheet (clinching). The tools 
geometry and dimensions and the technological joining parameters were chosen 
according to the recommendations of the press manufacturer [10]. The punch 
diameter was 5.6 mm, the die diameter was 8 mm and its depth was 1.85 mm. 
The parameter X was 0.5 mm (25% of the total thickness of joined sheet), and 
the radial clearance between the punch and the die was 1.2 mm. The dimensions 
of the round rigid forming tools were presented in fig. 2b. The punch speed was 
3 mm·s–1 (recommended by the press manufacturer), 50 mm·s–1 and 100 mm·s–1. 
There were five samples prepared for each value of the speed of joint formation. 

The clinching joints were formed by using the Tox Pressotechnik Ltd. press 
in the laboratory of joint formed by pressing in the Department of Mechanical 
Engineering at the Rzeszow University of Technology. The maximum forming 
force of the press device was 100 kN and the tools positioning precision was 
0.01 mm. The maximum error of the measurement and recording of the forming 
force in the function of the punch movement during the interlock formation was 
0.5% of the forming force. To measure the real value of the parameter X the 
Mitutoyo digital device, with a measuring range of 20 mm and with the meas-
urement accuracy of 0.01 mm, was used. 

The tearing tests of the clinching joints were done on the UTS 100 testing 
machine in the Research and Development Laboratory for Aerospace Materials 
at the Rzeszow University of Technology. Due to the dimensions and shapes of 
the samples a special apparatus, which allows to change the angle of a load 
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force, was used. The traverse speed of the testing machine during the tearing test 
was V = 10 mm/min. 

 

 
Fig. 2. Samples geometry: a) sheet material dimension,  
b) forming tools dimensions 

3. Results and analysis 

The possibility of making changes in technological process parameters in 
the press software significantly reduces the time of the process of formation. The 
parameters recommended by the press manufacturers refer to the total group  
of joined sheet materials. There is a need to select the appropriate geometry  
of forming tools for each joined sheet material, its thickness and arrangement  
[6, 10]. Another important issue is the change of the parameters of forming pro-
cess. The control unit of the press device was working according to the instruc-
tions of the process program. The next steps of the process program and the join-
ing parameters are presented in tab. 1. and fig. 3. The forming speed of a joint 
was 3, 50 and 100 mm·s–1. The clinching joint samples and the tearing test were 
performed for the selected punch speed. The results of the tests and the calcula-
tion of the force mean values, standard deviations and coefficients of variance 
were presented in tab. 2. 

The use of the uniform rigid die in the clinching process ensures a relatively 
large repeatability of forming energy and maximum strength of joints (coeffi-
cient of variance Cv < 3%). The increase of the speed of joint formation (from  
3 mm·s–1 to 100 mm·s–1) results in the reduction of forming time and forming 
force (7%). The force-displacement curves for different values of the speed of 
joint formation were presented in fig. 4. The use of H-shaped samples in the 
tearing test limits significantly the deformation of sheet metal. During the tear-
ing test the embossments of the upper sheet were pulled out from the lower sheet 
without the loss of the material coherency. 
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Table 1. Parameters of joining process 

Preparation  
movements (1) 

The punch movement up to distance  
of 150 mm from the die bottom 

V1 = 50 mm·s–1 

Stop of the forming tool t = 0 s 

Forming 
movements (2) 

Forming movements with forming  
force registration 

X = 0.5 mm 
V = 3 mm·s–1 
V = 50 mm·s–1 

V = 100 mm·s–1 
Stop of the forming tool t = 0 s 

End process  
movement (3) 

The punch movement up to distance  
of 50 mm from the die bottom 

V2 = 10 mm·s–1 

 
 

 
Fig. 3. Stages of joint forming process 

Table 2. Joint cycle time, forming force (mean value, standard deviation and coefficient of vari-
ance), tearing force (mean value, standard deviation and coefficient of variance) 

Parameter, unit V = 3 mm·s–1 V = 50 mm·s–1 V = 100 mm·s–1 

Process time t [s] 58.090 10.920 9.580 
Forming force Ff [kN] 73.840 72.814 68.380 
Standard deviation s [kN] 0.885 0.529 0.558 
Coefficient of variance Cv [%] 1.270 0.770 0.870 
Tearing force F [kN] 2.066 2.034 2.024 
Standard deviation s [kN] 0.038 0.028 0.030 
Coefficient of variance Cv [%] 1.950 1.480 1.580 

 
The strength of clinching joints, for different values of the speed of joint 

formation, was presented in fig. 5. According to the ISO 12996 standard [11] the 
main joints strength parameters are: 

• dissipated energy up to fracture (work or area under the load curve),  
• dissipated energy up to maximum load force (area under the force curve 

up to the point of maximum tearing load), 
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• total displacement (maximum increase of the specimen during tearing 
test), 

• displacement at the maximum load force (amount of displacement meas-
ured at maximum load force), 

• the maximum load force recorded in the test. 

 

 
Fig. 4. Force-displacement curves during the tension test 

The separation of the joined sheets was caused by exceeding the maximum 
load force, for which the upper sheet material is pulled out from the bottom 
sheet. The difference between the maximum displacement and the displacement 
for the maximum load force was about 8%. The energy destruction for the max-
imum joint load force was over 90% of the total energy destruction. For the se-
lected values of the speed of joint formation there were no significant changes in 
the strength of a joint during the tearing test. It may be caused by the proper 
choice of the tools geometry and the process parameters, where the material 
volume of the embossment ensures the proper size of the interlock and the 
strength of a joint. 

4. Conclusions 

• From the analysis of the results of the experiment it can be concluded 
that: coefficients of variance (Cv < 3%) of both forming and maximum 
loading forces correspond to the high repeatability of the strength of 
round clinching joints in the tearing test, 

• the sheet metal separation during the tearing test occurs immediately af-
ter exceeding the maximum loading force,  

• the change of the speed of joint formation, during the interlock formation 
with tool geometry chosen according to the directives of device manufac-
tures, do not affect  the strength of a joint in tearing tests, 
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• the increase in speed of the joint formation reduces the value of forming 
force and the time of forming process. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

Fig. 5. Strength of clinching joint during the 
tearing test realized according to ISO 12996 
standard 
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WPŁYW PRĘDKOŚCI FORMOWANIA ZŁ ĄCZA TYPU CLINCHING 
NA WYTRZYMAŁO ŚĆ POŁĄCZEŃ 

S t r e s z c z e n i e   

W publikacji przedstawiono wpływ prędkości formowania złączy przetłoczeniowych typu 
clinching na wytrzymałość statyczną dla materiału blach DX51D + Z275. Dla ustalonych parame-
trów łączonych blach (grubość całkowita 2 mm) dobrano geometrię narzędzi formujących: średni-
ce stempla i matrycy (luz promieniowy), głębokość dna w wykroju matrycy, parametr X (mini-
malna grubość przetłoczenia złącza). Prędkość formowania złącza (ruch roboczy stempla) wynosi-
ła: 3, 50 i 100 mm·s–1. W celu ograniczenia deformowania się pasm blach w testach wytrzymało-
ściowych wykorzystano specjalnie zaprojektowany uchwyt. Wyznaczono wartości średnie sił 
formowania, sił rozrywających złącze, odchylenia standardowe oraz współczynniki zmienności. 
Zgodnie z normą ISO 12996-2013 określono główne parametry struktury wytrzymałościowej 
złączy przetłoczeniowych. 

Słowa kluczowe: ISO 12996-2013, parametry technologiczne, clinching 
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