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1. Podstawy procesu dyfuzji

Proces dyfuzji w skali makroskopowej jest niezwyklezmaw réznych gaéziach
przemystu, m.in. w budowie maszyn (obrébka cieplna i cieplno-chemigaree-
nianie warstwy wierzchniej elementéw konstrukcji), energetyoictwie (za-
roodporne warstwy, powlokowe bariery cieplne), elektronice (lutoevayfu-
zyjne). Aby zrozumié zjawisko dyfuzji w skali makroskopowej, najeproces
ten opisywa w skali atomowej, tj. mechanizmy, ktére powagpizemieszczenie
si¢ poszczegolnych atomow w strukturze krystalicznej matededa prawa fi-
zyczne charakteryzage zjawisko transportu masy. Atomy w upgmizowane]
strukturze krystalicznej przyjmajpotozenia rownowagowe. Rzeczywista struk-
tura krystaliczna metali cechujee sivystepowaniem defektow obok atomow
w potazeniach réwnowagowych. Na skutek digarmicznych sieci krystalicznej
defekty punktowe w krysztaley sv ciagtym ruchu. Defekty struktury silnie od-
dziatujg na kinetyk procesu dyfuzji. Teoretyczny opis procesu dyfuzji wymaga
rozpatrzenia elementarnego zjawiska, jakim jest przeskolgdatemu w struk-
turze krystalicznej z jednego stabilnego peltia w drugie. Najezciej dyfuzja
zachodzi w wyniku jednego zguiu mechanizmow dyfuzji sieciowej, ktére pro-
wadz do zmiany miejsca potenia atomow [1-3].

Mechanizmy zwigzane z defektami sieci krystalicznej

1. Mechanizm wakancyjny — atom dyfunduje dsisdniego miejsca rownowa-
gowego, w ktérym znajdujeesivakancja (rys. 1.).

0000 0000 0000
O O O - O O O — O OO
O O O O O o ......... O O O ______ O B O O

Rys. 1. Schemat charakteryzcty mechanizm wakancyjny dyfuzji atomu

Mechanizm wakancyjny jest najprostszym i zarazem p&gez spotykanym w
praktyce mechanizmem dyfuzji. Proces dyfuzji wedlug tego nmézima polega
na kolejnych przeskokach atomu gzha sieci do gsiedniej wakancji. Warunkiem
niezlxdnym do zmiany poteenia w sieci jest wyspienie wakancji w jegoas
siedztwie.
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2.  Mechanizm midzyweztowy — atom z potzenia meédzyweztowego dyfun-
duje do gsiedniego miejsca rulzyweztowego (rys. 2.).

0-0-0 o OO O 0-0
00 O ™ 080 = 0 0°0

Rys. 2. Schemat charakteryzty mechanizm mdzyweztowy dyfuzji atomu

Mechanizm mgdzyweztowy polega na kolejnych przeskokach atomu z jednej
przestrzeni midzyweztowej w drug. Proces ten wymaga znacznych deformacji
sieci w momencie przeskoku atomu. Jest onlmg wtedy, kiedy atomy mi-
dzyweztowe maj znacznie mniejsgirednic; niz atomy tworzce struktug krysz-
tatu.

Mechanizmy zwiazane z bezposrednimi wymianami atomow
w wyniku zmiany entalpii uktadu

3. Mechanizm bezgoedniej wymiany — dwagsiadupce atomy zamienigjsic
miejscami (rys. 3.).

O .......... OOO O O O O

O ___________ OO ___________ O Q O O O

Rys. 3. Schemat charakterygzey mechanizm bezgeedniej wymiany dy-
fuzji atomu

Mechanizm bezpwedniej] wymiany polega na zamianie pa® weztowych
przez dwa ssiadupce ze sofp w strukturze krystalicznej atomy. Proces dyfuzji
wedtug tego mechanizmu nie wymaga obdchdefektow w krysztale.

4. Mechanizm pidgcieniowy — cztery gsiadupce atomy zmieniajswoje pozy-
cje rownowagowe (rys. 4.).

W poréwnaniu z procesem dyfuzji mechanizmem bé&aamiej wymiany mniej-
sz deformacy sieci charakteryzujeesdyfuzja, podczas ktérej w procesie zmiany
potozen w krysztale biog udziat wicej niz dwa atomy, tj. trzy lub cztery. Sche-
mat tego mechanizmu nazwano pogeniowym. Mechanizmy bezpedniej wy-
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miany oraz piejcieniowy nie odgrywaj jednak praktycznieadnej roli w proce-
sie transportu masy. W krysztatach rzeczywistych ypygd zawsze defekty
punktowe. Dzki ich obecnéci ruch atoméw w sieci jest energetycznie znacznie
tatwiejszy.

OO ________ O O @ O O
O .......... OO ........... O OOOO

Rys. 4. Schemat charakterygcy mechanizm pidcieniowy dyfuzji atomu

W procesie dyfuzji zmiana patenia atoméw najezciej dokonuje si me-
chanizmem wakancyjnym lub sgdzyweztowym. Energia atomu podczas procesu
przechodzenia z jednej przestrzeni rownowagowej do drugiej w psiestere-
gularnej w funkcji wspotrgdnej potaenia (odlegtéci) scharakteryzowano na
rys. 5. Jak wynika z wykresu, atom musi pf¢grzez bariey energetycza AG,,

— zmiana entalpii swobodnej uktadu zmana z przeskokiem, ktorej maksimum
przypada w potowie odlegioi pomidzy dwoma stabilnymi pof@niami atomu
w przestrzeni rownowagowej. Analogigzbariee energetyczm musi pokona
atom w przypadku innych mechanizméw dyfuz;ji.

Energia potencjalna

Rys. 5. Schemat energetyczny ilusioyj poszczegoine \
stadia przechodzenia defektu z jednej przestrzemi r
nowagowej do drugiej

Odleglosc

Przeskok defektu w krysztale jest procesem aktywowanym.wiy¥zku
Z tym czstas¢ przeskokow jest zwrzana z temperatgizaleznoscig wyktadnicz.
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Na podstawie mechaniki statystycznej i teorii stanu pcE®yjego Zener [1,
4, 5] wyprowadzit rownanie okékajace czstas¢ przeskokow:

U =U,ex A6, =y, ex as, ex L (1)
KT k KT

gdzie: y, — wspotczynnik cgstaici, ktdry w pierwszym przybteniu jest rowny
czestasci drgar atoméw lub jondéw w swych pateniach wztowych, AS —
zmiana entropii,AH , — zmiana entalpii tego procesu. Rownanie (1) zapisane

w postaci prawa Boltzmanna okl& prawdopodobigstwo wystpowania atomu
w potazeniu rownowagowym obok wakancji.

Jezeli przyjmie s¢, ze odlegidci pokonywane przez atom pod wptywem
przytozonej sity w kolejnych przeskokach sdwne oraze przeskoki tegcatko-
wicie przypadkowe, to za pompmetod statystycznych otrzymuje svyrazenie
na wspoétczynnik dyfuzji defektéw, zwany rowaimikroskopowym wspotczyn-
nikiem dyfuzji:

D, =UA? (2)

gdzie:v — czstas¢ przeskokow atomow) — droga, jak przebywa atom w wy-
niku przeskoku z jednego paknia w drugie. Jest to odlegéoporéwnywalna ze
stah sieciowy. Podstawiajc rownanie (1) do wytgenia (2), otrzymuje siréwna-
nie opisugce wspotczynnik dyfuzji:

D, =A%, exp(%j exp{—%}
(3)

Z réwnania (3) wynikaze energia aktywacji dyfuzji defektéw jest réwna
AH .. Réwnanie to jest poprawne w przypadku dowolnego mechanizmu dyfuzji

defektéw punktowych.

Charakteryzujc proces dyfuzji mechanizmem wakancyjnym, zaktaglasi
w sieci krystalicznej obok atomu znajdwgic defekty punktowe. Stenie defek-
téw jest funkcy temperatury i meze by wyrazone réwnaniem:

n, = nexp[—%} = nex{%} exé—Ak? J (4)

gdzie: n, — stzenie defektow,n — liczba atomow w pof@niu weztowym na
jednostk objetosci, AG; — energia formacji defektdS;, AH; — entropia i en-
talpia powstawania danego typu defektu.
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Wyrazenie opisujce wspoétczynnik dyfuzji defektow (3) nie jest stuszne
w przypadku dyfuzji atomoéw. Mimo to ruch defektéw jest rbwnoznaczny z prze-
mieszczaniem giatomow, co zwizane jest z matliczbg defektéw w krysztale.
W zwigzku z tym prawdopodohistwo przeskoku atomu jest proporcjonalne do
prawdopodobigstwa znalezienia siwakancji w bezp&rednim gsiedztwie tego
atomu. Wyraenie na wspoétczynnik dyfuzji atomoéw — makroskopowy wspotczyn-
nik dyfuzji mazna zapis@w postaci:

D =A% (%j =D, (&j (5)

n

Podstawiajc rownania (3) i (4) do wyeania (5), otrzymuje siogolm za-
leznosé:

(6)

D= /]zuexp[WJ ex{_wj

Z réwnania (6) wynikaze energia aktywacji dyfuzji atomoéw w krysztale za-
lezy zarowno od energii koniecznej do powstania €lkreego rodzaju defektu,
jak i od energii potrzebnej do jego migracji.

Wspotczynnik dyfuzji mana réwnie przedstawd w postaci zaknosci
uwzgkdniajgcej prawo Boltzmanna [1]:

D =D, exp(—%j )

Z poréwnania zalenosci (6) i (7) wynika,ze:

AH =AH, +AH, (8a)
AS +A
D, =A% exp(%] (8b)

Aby wyznaczy wartcici entropii ukladuAS=AS, +A S (rownanie (6)),

zalazono,ze atomy w sieci krystalograficznej porussig zgodnie z ruchem har-
monicznym prostym. Wargé energii potencjalnej poruszaggo s¢ atomu
mozna wyznaczy za pomog statej spgzystasci (rys. 6.):

(o) :%kr2 9)
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gdzie: @ — energia potencjalna porusgaggo st atomu ruchem harmonicznym,
k — stata sprzystasci, r — odlegt@é¢ pomiedzy atomami (stata sieciowa).

Znajgc warta¢ energii potencjalnej, nioa wyznaczy site dziatapca na
atom:

F= L —kr (10)
or

O OO O Rys. 6. Plaszczyzna obrazeq struktug kry-
staliczry materiatu

Rownanie ruchu harmonicznego ia przedstawiw postaci raniczkowej:

dr
m—- = —kr 11

e (11)
gdzie m jest mag atomu. Rozwjzanie réwnania (11) przyjmuje po&taunkcji
trygonometrycznej:

r= co{\/%tJ = cogat) (12)

Czestas¢ drgah atomow w sieci krystalicznej moa okréli¢ z zalenosci:
v=—,— (13)

Przedstawiona analiza prowadzi do wyznaczenia wspotczynnika dgfazji
mow przy znanych warggiach entalpii i entropii uktadu (réwnanie (6)).

Analiza danych literaturowych wskazujge podstaw modeli fizycznych
opisupcych proces dyfuzjisprawa fizyczne dotygze zmiany masy pod wptly-
wem podwyszonej temperatury [1]. Procesem dyfuzjidz dwa podstawowe
prawa fenomenologiczne wyprowadzone w 1855 roku przez Ficka [6]. Peawa t
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dotycz makroskopowego procesu dyfuzji. Pierwsze z nich podajgzekimk-
dzy strumieniem — il&ciag substanciji przeptywagej w jednostce czasu przez jed-
nostkowy, prostopadi do tego strumienia powierzclri gradientem sten dy-
fundujgcej substanciji:

: oc
=-D— 14

J = (14)
gdzie: j — strumi& dyfundupcego sktadnikac — stzenie sktadnika w ptasz-
czyznie przeptywu.

Drugie prawo Ficka okéa zalenos¢ pomidzy gradientem stenia
(rys. 7.) i pedkoscia zmiany s¢zenia sktadnika w danym punkcie uktadu w pro-
cesie dyfuzji:

%:i(DEj (15)
ot ox 0x

gdzie:c — stzenie skladnika w ptaszczyie przeptywuD — wspétczynnik pro-
porcjonalngci (wspotczynnik dyfuzji).

‘ AX
000000 00O
000 000000 _
0000 @@ 0o o Skka
000 @000 000 ,
000 000! @ 0 @ SdankB
oooioooiooo

I AX 1

(=]
(=]

Stezenie skladnika A

0
Odleglos¢

Rys. 7. Gradient stenia sktadnika podczas procesu dyfu-
zji [7]
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Jednoczénie analiza réwnania (15) wskazuje, stzenie sktadnika w pro-
cesie dyfuzji zmienia siw sposob eigly. Dazy do uzyskania jednakowej warto-
$ci stezenia sktadnikow w uktadzie (rys. 8.).

t,=0 A 3 B

T

t|<t3<t3<t4:m

100 .t

Stezenie sktadnika A

Odlegtos¢

Rys. 8. Zmiana stenia skladnikaA w czasie podczas
procesu dwusktadnikowej dyfuzji wzajemnej [7]

Analityczne obliczenie warfai makroskopowego wspétczynnika dyfuzji wymaga wpee
dzenia efektywnych metod rozygiywania drugiego prawa Ficka. Wspotczynnik dyfutja-
rakteryzujcy proces zmiany masy w stopach jest ngjiej funkcp stzenia jego sktadnika.
Wyznaczenie wart@i statego wspoétczynnika dyfuzji jest pierwszym lkiem w obliczeniach
analitycznych. Matematyczna analiza drugiego praieska umdaliwia wyznaczenie warkei
tej statej materiatlowej. Rozg#anie rownania zaky od dyfundujcej masy oraz od warun-
kow brzegowych procesu dyfuzji.

Cienkie warstwy — dyfuzja wystpuje pomeédzy mah objetoscia materiatuB (cienka fo-
lia) umieszczonego pordzy duzg objetoscia materiatuA (rys. 9.).
Mata obgtos¢ materiatuB oznaczaze atomy skladnik® po procesie dyfuzjissuznawane za
zanieczyszczenie skladnilég ktdry znaczco nie zmienia swojego e¢genia. Wygrzewana
z tych materiatléw para dyfuzyjna w czasiev temperaturzd powoduje zmiany stenia
sktadnikaB w A. Zmiany tego stenia w funkcji odlegtéci wyznacza si z rGwnania w po-

staci:
X2
Ga(X) = 3%ex,{-4DBJ (16)

gdzie: cg ( x) — stzenie sktadnikd® w odlegtdci x, ¢, — pocatkowa warté¢ stzenia sktad-

nikaB, Dy — wspoiczynnik dyfuzji sktadnikB.
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A t=0
A =
&

—0 x:=1 +o0

Odlegloé¢
Rys. 9. Schemat procesu dyfuzji peddy materiatenB (warstwa) i ma-
teriatemA (a) oraz stzenie sktadnikd® w pokczeniu dyfuzyjnym (b)

Catkowita mag sktadnikaB w wytworzonej parze dyfuzyjnej moa zdefiniowa przez wpro-
wadzenie catki stenia:

my = | adx (17)

Uwzgledniajgc rownanie (16) w (17) okémjacym masg sktadnikaB, uzyskuje si zaleznosé
pomicdzy mag a wspotczynnikiem dyfuzji:

T g - X
mB—:[o\/Eexp( 4DBtJdX (18)

Wprowadzaic podstawieniad = 2\/% oraz ré@niczkujc rownanie (18), otrzymujeesi
B

My =26,/ D | exp{-12) o = w0, 19)

gdzie Texp(—Az) A =+n.

Stezenie skltadnikd® w czasid okresla zatem réwnanie:

- M _xX
cg(X) = 2D ex;{ 4D5tj (20)
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Mas; sktadnikaB w przypadku cienkich warstw moa zdefiniowd jako wartd¢ iloczynu jej
grubaici (rys. 9.) i pocatkowego s¢zenia sktadnika:

mg = b§ 1)

gdzie:b — grubg¢ warstwy, c§ — pocatkowe stzenie sktadnikd. Zmiana wartéci sezenia
sktadnikaB zmniejsza si wraz z czasem (rys. 10.).

C[%

-0 x=0 +a0

Odleglosé

Rys. 10. Zmiana stenia sktadnika w funkcji odlegtdci i czasu

Roéwnanie (20) wyprowadzono dla pary dyfuzyjnej engia folia sktadnikd jest potaona
pomicdzy sktadnikiemA. W przypadku gdy sktadniR jest przytaony do powierzchni sktad-
nikaA (rys. 11.), rbwnanie na zmi@jego s¢zenia przyjmuje posta

__ M _ X
CB(X)_\/WBteX;{ 4DBJ (22)

Uwzgledniajac, ze dyfuzja zachodzi tylko w jednym kierunku, catkamieazalenos¢ (22) pro-
wadzi do wyznaczenia réwnania prostejdSw tatwy sposob mina okréli ¢ wartas¢ wspot-
czynnika dyfuzji (rys. 12.):

ey =in—Te_ - X f(2)= Az+ E (23)
7Dgt  ADgt

orazB=1In Mg
B ﬂ:DBt

gdzie: f(z)=Ing, z=X, A=—4l
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B A t=0
A | t=t
S
x=0 +30
Odleglosc

Rys. 11. Schemat procesu dyfuzji pedry materiatenB a materiatlenA (a)
oraz s¢zenie sktadnikd w pokczeniu dyfuzyjnym (b)

nachylenie=—

In CB

2
X

Rys. 12. Metoda graficzna wyznaczania wspotczyndikazji

Pétnieskaiczona para dyfuzyjna— pofaczenie dwoch materiatow i B wygrzewanych
w temperaturz& w czasid (rys. 13.).

Ustalenie zmiany stenia sktadnika pary dyfuzyjnej w procesie dyfuzjiatliwia rozwiaza-
nie drugiego prawa Ficka:

2
oc _,d°C 24)

P

gdzie:C — stzenie skltadnika w dwu sktadnikowej parze dyfuzyjiej; wspétczynnik dyfu-
Zji.
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—a0 x=0 +o0

Odleglos¢

Rys. 13. Para dyfuzyjna w materidlé B przed wygrzewaniem (a) i po
wygrzewaniu oraz gtenie sktadnikd w funkcji odlegtaci (b)

Okreslono zmienn y = f(xt) zaleng od odlegtéci i czasu:

V= is (25)

X~ 24Dt (26)

a r&@niczkowane po czasie:

Wy___ X 27)
ot 4Dt

Wykonane dziatania prowaglzlo uzyskania zaimosci okreilajacej rézniczke zupet skze-
nia sktadnika w procesie dyfuzji:

a£ = dﬁﬂ = - X dic (28)
ot dy ot 4/Dt3 dy

Drugg rozniczky stezenia sktadnika po odlegioi mazna przedstawizaleznoscia:
Fc_afdcay|_ 1 dc 9)
ox? ox| dy ax| 4Dtdy?
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Po uwzgtdnieniu réwna (28) i (29) w drugim prawie Ficka (24), otrzymige rownanie
rézniczkowe zupetne:

2

Whprowadzenie zmienngjdo zalenoéci (30) umaliwia uzyskanie prawa Ficka zapisanego
za pomog jednej zmiennej:

dc 1 dfC
@& 2y ey

Calkowanie réwnania (31) po wprowadzeniu podstai&ier— dc/dy prowadzi do zaleno-

$ci:

__ 1@

N 2y dy (32)
-2fy ay=[% (33)

Rozwigzanie réwnania (33) przyjmuje poéta
-y?*=Inz-In B (34)

gdzieB — stata catkowania.
Po wyznaczeniu zmiennejptrzymuje s¢ rGwnanie w postaci catkowej, ktérego rozezanie
zalezy od warunkoéw brzegowych:

z= Bexp(— )?) (35)

[dc=B[exy-v?) o (36)

W analizie przyto, ze para dyfuzyjna stanowi pgizenie czystych sktadnikod i B. Wy-
Znaczono nagpujace warunki brzegowe:

C=0 dla x< 00 t= (37)

Cc=C" dla x>00 t= ( (38)
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Rozwigzanie rownania (36) przyjmuje poéta
_ C+ -0 _ C+ y
C(x)= I J; exp(— f) dy_ﬁ.'[, EXF(— yz) d (39)

Wartas¢ podcatkovg w réwnaniu (39) mgna wyznaczy analitycznie, uwzgldniajc funkci
bfeduerf:

erf(2) :%Jz'exp(— )?) dy (40)

Wartcsci funkcji erf (z) s3 znane (podane w tablicach matematycznych). R@anie gra-
ficznie przedstawiono na rys. 14.

—c0 z=0 +o0

Rys. 14. Rozwizanie w postaci graficznej funkcjigutu erf ( 2)

Przeksztatcenie rownania (39) prowadzi do élkrga zalenoici pozwalajcych na oszaco-
wanie wartdci stzenia skladnika z uwzglinieniem funkcji bidu:

c(x) :%_Jq exp(—yz) dy+} ex;(— f) q} (41)
C(x)= 3% _—_j?exp(—y?) dy+JX ex;(— )7) d‘% (42)
c(x) =C—2+_—erf(—oo) + erf(zjl()_tﬂ (43)
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Wartas¢ funkcji bledu w nieskaczondci réwna jest jednii, erf (o) =1, stad posta row-
nowana:

ol |

Rozwigzanie analityczne procesu dyfuzji olleace stzenie sktadnikow z uwzgtinieniem
funkcji bledu (réwnanie (44)) wymaga ustalenia p@pia ptaszczyzny Matano, tj. patzo-
wego pohczenia pary dyfuzyjnej. Dodatkowo, rownanie to paleana analig funkcji, ktéra
jest zawsze funkgjrosmca. W przypadku funkciji malegej (rys. 15.) naley uwzgkdni¢ za-

leznos¢:
(on (o} X
C(x 1-e erf¢ —— 45
(=5 1otz )= 5 o) @)
3)
S
g
5
S
7
=
—a0 =4 +o0

Odleglosc
Rys. 15. Sizenie skfadnikaB w zaleznosci od odlegtéci dla pary
dyfuzyjnej z czystych sktadnikéw i B

Prowadzono analgzprocesu wymiany masy dla dwusktadnikowej pary dyjuej ztazonej z
dwéch czystych sktadnikow i B. Analogiczne rownania niaa wyprowadi dla pary dyfu-
zyjnej zlazonej ze stopow dwuskladnikowych (rys. 16.).¢Z8hie sktadnika B

w parze dyfuzyjnej mma wic wyznaczy z zalenaosci:

=S el |- Sl )

gdzie C™ i C* — stzenie skladnika odpowiednio na lewej i prawej kgewi pary dyfuzyjne;.
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Stezenie, Cp

—a0 x=0 400
Odlegtos¢

Rys. 16. Sfzenie sktadnikd@ w zaleznosci od odlegtéci w dwusktadnikowej
parze dyfuzyjnej wytworzonej ze stopéw sktadnik@wB

Kolejne uogdlnienie matematycznego opisu procesu dyfuzji (priake)
przedstawit E.O. Kirkendall na konferencji AIME w 1942 r. Podstéego uo-
golnienia byly wyniki bad&eksperymentalnych zjawiska dyfuzji wzajemneg-mi
dzy miedzy (Cu) a mosidzem (CuZn) (rys. 17.). Stwierdzorie, asrodek dyfuzji
ulega przesunciu [8] (przesunjciu ulegty druty molibdenowe stanayge mar-
kery) orazze stzenie wakansOw odgrywa decydcj role w zjawisku dyfuzji
wzajemnej. Wykazanae r&zne wartdci strumienia dyfuzji sktadnikéw uktadu
powodup tworzenie si weztdw sieci krystalicznej po jednej stronie pgikowej
ptaszczyzny kontaktu pary dyfuzyjnej i ich ubywanie po drugiej (ki we-
ztow sieci).

Cu-Zn’ 3
Marker \
molibdenowy

Rys. 17. Schemat dwiadczenia Kirkendalla i Smigelskas,
na podstawie [9]
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Gtéwnym wnioskiem tego dwiadczenia byto ustaleniee podczas dyfuzji
wzajemnej w ciatach statych wygtuje ruch érodka (dryft, unoszenie), ktory po-
woduje przesugcie markeréw (wskaikéw pocatkowej ptaszczyzny kon-
taktu). Przemieszczeniesirodka podczas dyfuzji okika sk zjawiskiem (efek-
tem) Kirkendalla. Déwiadczenia Kirkendalla znagzo wptyrety na rozwaj teorii
dyfuzji wzajemnej [8].

Efektowi Kirkendalla towarzyszy zazwyczaj zjawisko ckaee efektem
Frenkla. Polega ono na tworzenig gioréw w plytce oraz na jej przeweniu
podczas procesu wygrzewania dyfuzyjnego (rys. 18.). Stwierdzempozeveze-
nie i pory powstaj po tej stronie patzenia — ptaszczyzny rozdziatu, kiGre-
chuje wekszy strumié wyptywajacy niz doptywapcy od jego drugiej strony.

Przewgzenie

Rys. 18. Schemat efektu Frenkla, na podsta
: Pory
wie [9]

Plaszczyzna
rozdziatu

L.S. Darken w 1948 r. zaprezentowat not@oric charakteryzujca proces
dyfuzji wzajemnej [10]. Stanowi ona patek zaawansowanego matematycznego
opisu transportu masy w ciatach statych. Akceptacja konwekgjit() w ciatach
statych prowadzi bowiem do zaptenia réwnania dyfuzji (prawa Ficka (15)) za-
leznoscig ogodlniejsa — prawem zachowania masy.

Darken przygt zatazenie o istnieniu i jednoznaczéw pewnej @rednionej
wartasci predkosci zgodnie z zalnoicia (47), kton okreslit predkoscia dryftu
[10]:

0 0. 0 :
S (i) o (e). i=AB (47)
gdzie v°, j. — odpowiednio prdkas¢ Darkena (dryftu) i strumiedyfuzji sktad-

nika.

Analiza rownania (47) pozwala sformutofvavniosek,ze proces dyfuzji
wzajemnej zachodzi pogdzy dwoma sktadnikamA i B, wykazupcymi wza-
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jemm rozpuszczaln@ i tworzacymi staty roztwor eiglty. W temperaturze pod-
wyzszonej, podczas wygrzewania peday sktadnikamiA i B powstaje roztwor
staly. Jest on skutkiem oddziatywania dwdch strumieni dyfamimowA wni-
kajacych do sktadnikd i odwrotnie skierowanego strumienia atomBvprze-
mieszczajcych s do sktadnikaA. Strefa roztworu statego wraz z uptywem czasu
rozszerza g az do catkowitego wymieszaniagssktadnikdw (osjgniecia stanu
réwnowagi termodynamicznej).

Darken do okréenia wartdci predkosci dryftu przypt nastpujace uprosz-
czenie: catkowite sgenie molowe mieszaniny jest state=c, + ¢; =const

Predkaos¢ dryftu v° po uwzgédnieniu tego zatgenia i sumy praw zachowania
masy wszystkich sktadnikéw (réwnanie (47)) ckoea jest rownaniem:
9

(o + 1+ jg) =0 (48)

Po scatkowaniu rownania (48) otrzymuje saleznos¢:
D — * 1 - -
VP =V (t)_E( intis) (49)

gdzie v (t) - érednia wartéé predkaici, ktora zalgy tylko od warunkow brze-
gowych.

W ukfadzie zamkritym (bez wymiany masy z otoczeniem)eghkosé
V' (t)=0. W rezultacie pydkos¢ Darkena w uktadzie wielosktadnikowym za-
mknietym jest dana zakaosicia:

D _

1,. .
P=2i ia) (50)

Przyjeto, ze stzeniei-tego sktadnika wynosc,. Uwzgledniajac pierwsze
prawo Ficka (14), prawo zachowania masy sktadnika przyjmujedosta

%:E(Di a_qj+i i[—DAa&—DBa—CBj ., i=ZAB (51)
ot  ox 0x ) 0Ox\ c 0 X 0 X

Dzielac obustronnie przee (state catkowite gtenie molowe mieszaniny), row-
nanie (51) ména rownie przedstawd nastpujaco:
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ﬂ:i Di'a—N+Ni(—DLaN—A—D|'3%j ., i=AB (52)
ot ox 0X 0X oX

. . ON N , . . .
Po przygciu %+% =0, réwnanie (52) dla jednego sktadnika ma po-
X X

stec:

ON, _ @ oN .
atB—&((Dé+NBD'A—NBD'B)a—XBj, i=A,B (53)

Rownanie (53) mmna réwnie zapisa jako:

ONg _ 0 oN :
atB =&((DE'3(NA+ Ng)+ NgD,- NBDB)a—XB], i= AB (54)

Otrzymano réwnanie Darkena pozwat® na okrélenie zmiany wartci
utamka molowego w czasie w procesie dyfuzji wzajemnej:

aNB=i(f>aNB], i=AB (55)
ot  ox ox

gdzie wspoétczynnikD jest wspétczynnikiem dyfuzji wzajemnej.

Wartas¢ wspotczynnika dyfuzji wzajemnej moa okréli¢ za pomog row-
nania:

D=DgN,+NgzD, (56)

Rownanie (56) wyznacza zates¢ pomidzy wspoétczynnikiem dyfuzji
wzajemnej w stopie i wspotczynnikamigstkowymi jego sktadnikow i ich ste-
niem.

Analityczne rozwgzanie metody Darkena jest trudne i wymaga dodatkbvrgtaen uprasz-
czapcych. W praktyce stosujegsmetody numeryczne. Jeglm podstawowych jest metoda
réznic skonczonych[11], ktérapolega na okideniu przyblizonego rozwjzania w wztach
dyskretyzacji (wztach siatki)x (rys. 19.). Dla przytych weztéw po ustaleniu dla nich row-
nania r@niczkowego zagpuje sé wyskpujagce w nich rdniczki ilorazami r@nicowymi.
W ten sposob otrzymujeesprzyblizone wartéci rozwigzania. Metody rozvgzania nume-
rycznego g wrazliwe na ,zagszczanie” obliczeniowej siatki eztéw. Wickszy podziat ob-
szaru charakteryzowanego skutkuje gkgzeniem doktadriai obliczer kosztem ich czaso-
chtonndci.
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Rys. 19. Prostakna siatka wztéw metody rénic skaiczonych xij — we-
zly siatki, dla ktorych prowadziegbbliczenia [7]

llorazy réznicowe [12] — dyskretyzacja przestrzennalloraz r@nicowy definiuje przybli-
z0ng wartas¢ rézniczki w punkciexi. Z definicji rézniczka dana jest zalroscia:

(03) _ i 2058 - 0(x) (57)
0X )y Bx=0 Ax

Geometryczg interpretag rézniczki stanowi rys. 20. Pierwszaziczka 0®/0x jest okre-
slona styczy do wykresu funkcji® w punkciexi. Natomiast iloraz rénicowy w postaci gra-
ficznej przedstawiaj proste przyjmujce wartdci funkcji @ w punktach ssiednich punktu,
w ktérych poszukuje siprzyblizonej wartgci rézniczki (rys. 20.).

W prowadzonej analizie uwzglniono trzy réne sposoby przybienia wartéci rézniczki
funkcji ® w punkciexi. Warta¢ rézniczki uzyskana za pomgdorazu r@nicowego central-
nego (rys. 20.) jest zlibbna do wartéci rozwigzania analitycznego. llorazy zdicowe pro-
gresywny (,w przéd”) i regresywny (,w tyl") pozwgkauzyska rozwiazania mniej doktadne.
Do wyprowadzenia ilorazu #@icowego wykorzystuje siszereg Taylora:

(x) = B(x)+ (x- x)("i’l +(X“)2("2‘D1 +...+(""f)n(""¢l b (58)

ax 2! x> n! ax

Rozwigzanie szeregu Taylora w punkckg, i jednoczénie odrzucenie wszystkich jego czto-
néw zawieragjcych r&niczki wyzszych rzdéw umaliwia uzyskanie ilorazu rfnicowego
progresywnego w postaci zaresci:

D) _ P(x,)-P(x%)
(&1 B ()§+1 - )?) 59)
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Po rozwazaniu szeregu Taylora w punkcie, i odrzuceniu wszystkich jego czlonéw zawie-
rajacych r&niczki wyzszych radéw iloraz rénicowy regresywny mma zapisé zalezno-

scig:
0P _ P(x4)-®(%)
( ox ji ()ﬁ—l_ )f) (60)

Suma zalenosci (59) i (60) okrélajgcych iloraz ré@nicowy odpowiednio progresywny i re-
gresywny prowadzi do uzyskania rownania aliwgajgcego obliczenie warfgi réznicy cen-

tralnej:
(aﬂj - P(x.1) - P (%) (61)
0x J; (%42 %1)
Analityczna Iloraz réznicowy
wartos¢ rozniczki regresywny
/ \
e‘ -
E ~ __lloraz
5 ~_ rO6znicowy
a centralny
8 \
= : _
< lloraz réznicowy
= progresywny
AXI AXH
Xi-2 Xi-1 Xi Xi+1 Xis2
Odlegtos¢

Rys. 20. Geometryczna interpretacjmiczki funkcji @ w punkcie
% [7]

Drugg rozniczke funkcji @ w punkciex obliczono przez okéenie pierwszej réniczki
w potowie przedziatowx, — X,, oraz x_; — % (dla uproszczenia prayp, ze ®(x)=®,).

Stad:
(aﬁj B T Rk T (aﬁ] =P =& (62)
0x Jisl (%1~ %) 0x )it (X4— %)

Wyznaczajc nas¢pnie iloraz régnicowy z rowna (61) i (62), otrzymuje gizaleznosé po-
zwalapca na obliczenie wartei przyblizonej drugiej ré@niczki w punkciex :
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(50 (5)
(02(1)} _ ox i% ox i_% - cDi+1()ﬁ _)ffl)'HDi—l( Xi1~ ?()_CDI (ixﬂ_ iX*l) (63)

R ) 00 ) Wk x)

W analizie przyjto, ze wspotczynnik dyfuzji ma war€é stah. Drugie prawo Ficka mma
wiec przedstawi w postaci:

oC _ _9°C

—=D— 64
ot ax? 64)

Stezenie sktadnika dla czasty po uwzgednieniu wartdci réznicy progresywnej i przybli-

zonej drugiej réniczki w punkciex, okresla zalenos¢:

Ci -G _ 5 G (% %)+ G (= X) = £ (%= iX) (65)
(1t 6% (= 1) (- )
2
gdzie C» — stzenie w punkciex i w kroku czasowynt,.
Aby opracowad proces transportu dla k@ego wzta wewrtrznego, naley wyznaczy war-
tos¢ skzenia w kolejnym kroku czasowym. Naleréwniez uwzgkdni¢ warunki brzegowe
dla pierwszego i ostatniegoemia siatki:
ch = Cird (% = %) + Gri(xa= ¥) = €7 (% iXJ)(
' 1
5061720 O x) (%= )

t, - tn—l) + Citm1 (66)

Ch=C I Q=G 67)

Dalsze rozwzania leda dotyczy¢ uogolnienia zatenoici charakteryzuy-
cych procesy transportu masy. Zrozumienie dyfuzji w uktadacloskiadniko-
wych — wielofazowych w patzeniu z modelowaniem morfologii takich uktadéw
powinno stanowi podstaw projektowania materiatdbw powtokowych i gradien-
towych. W pracach pwicconych temu zagadnieniu wprowadza pbojecie
sciezki dyfuzji [13, 14]. W przypadku uktadéw tréjsktadnikowych jest taykva.

Na izotermicznym przekroju potréjnego diagramu fazowego krzywa ta esprez
tuje sredni sktad chemiczny uktadu, w ktérym zachodzi dyfuzggczy punkty
odpowiadajce sktadom chemicznym badanej pary dyfuzyjnejienmrzechodzi
przez pola stabilri@i czystych faz oraz pola réwnowagi dwéch i trzech faz
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(w przestrzeni rzeczywistej strefy tréjfazowe nie tmyosic). Ksztattsciezki dy-
fuzji zalezy od warunkéw pocgkowych procesu, tj. od sktadu chemicznego pary
dyfuzyjnej oraz od wspoétczynnikow dyfuzji pierwiastkdw w analizowamuykia-
dzie. W obgbie obszarow dwufazowych (ng@+ f) istotne jest potzeniesciezki
dyfuzji wzgledem konod (linii splotu) aczacych sktady faz w réwnowadze slle
sciezka dyfuzji przecina konody, to tworzyesitrefa dwufazowa, a punkigiezki
opisup zmianysredniego sktadu chemicznego w tej strefie (rys. 21s). sdezka
dyfuzji pokrywa s¢ z konod, to wowczas obszar dwufazowy nie powstanie.
Dzieje sk tak, poniewa sciezka dyfuzji przecina na diagramie granice fajz¢ §

i a+B|B) w punktach legcych na tej samej konodzie, czyli takich, ktére odpowia-
daja sktadom faz w réwnowadze. Znajofddciezki dyfuzji pozwala odtworz§
$redni sktad chemiczny powtoki dyfuzyjnej w kierunku réwnolegtynsttamie-

nia dyfuzji, ale nie jest ona wystarczeq do okrélenia grubéci tej powtoki ani
grubaici kolejnych stref zrénicowanych pod wzgbem fizykochemicznym
(morfologii i sktadu chemicznego). Aby ustalvymiary powtoki w przestrzeni
rzeczywistej, konieczna jest znajofta@ozktadu stzen pierwiastkéw w kierunku
prostopadtym do ptaszczyzny kontaktu [15].

Rys. 21. Proste przyktadigiezek dyfuzji w potréjnym uktadzie ABC
i modele morfologii strefy dyfuzyjnej [15]: a) pia®j izotermiczny
(T =To): kolor szary — pole dwufazowe, kolor biaty — pjgenofazowe,
PQ, RS — granice faga + f, a + f|B, linie przerywane — konody, LM —
sciezka dyfuzji w polu dwufazowym przebiega wzdtkonody. Obszar
dwufazowy nie tworzy si a dyfuzja prowadzi do przemieszczenia gra-
nicy migdzyfazowej w probce i zmiany sktadu faz w strefyjéuayjnej,
1J —sciezka dyfuzji w polu dwufazowym przecina konody. W dgjf
tworzy sk strefa dwufazowa, EF seiezka dyfuzji trzykrotnie przecina
granic; faz RS, w polu dwufazowym biegnie wzdkonody. W ob¢bie
fazy f tworzy st strefa wydzielé fazy o, GH —s$ciezka dyfuzji typu
,Zyg—-zag” dla pary dyfuzyjnej, ktérej pagikowe sktady leg w obsza-
rze dwufazowym, b) modele morfologii strefy dyfuagj dla dyfuzji
wzdtuz sciezek LM, 13, EF
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Prawidtowe wyznaczenigciezki dyfuzji charakteryzujcej transport masy
w procesie dyfuzji reakcyjnej w tréjsktadnikowych uktadach rownoviexpwej
jest szczegolnie waym zagadnieniem. W procesie wytwarzania powtok ochron-
nych na metalach i stopach metalicznych powstaje warstwayjiyfuaV ukta-
dach dwusktadnikowych (np. czysty metal — powtoka) stanowi onlevee-
kwencg faz zwhazkéw chemicznych i ich roztworéw. Matematyczne wyznacze-
nie tej sekwencji jest wgk duzym wyzwaniem badawczym. Z tego wedli za-
gadnienia dotycce tego obszaru znajdugic w centrum zainteresowavielu
osrodkéw naukowo-badawczych. Podstawowe prawa defcedgiezke dyfuzji
przedstawili Kirkaldy i Brown (1963 r.) [16]. Zaprezentowali drfi twierdzé
charakteryzujcych sciezki dyfuzji zarobwno w stopach jedno-, jak i wielofazo-
wych. Morral (2012 r.) [17] te rozwania uzupehit o kolejne 11 twierdzeNa-
lezy podkréli¢, ze @ one ogbélnymi spostrzeniami na temat ksztatficiezki ta-
czacej terminalne sktady stopow twazch pae dyfuzyjn.

W prowadzonych rozwaniach uwzgidniono take hipotez, wedtug ktérej
podstawy rozwigzania zagadnienia jest okkenie stopnia maksymalizacji pro-
dukcji entropii uktadu. St konieczn&¢ wyznaczenia wszystkich mlavych
sciezek dyfuzji, jak rownie ustalenia, ktgr cechuje maksymalna produkcja en-
tropii. Dlatego rozwjzanie rownania okétajacego produkej entropii dla kadej
z mazliwych sciezek dyfuzji, a nasgpnie ustalenie wargsi maksymalnej produk-
cji entropii dla kadej z nich prowadzi do wyznaczenia drogi dyfuzji w parze dy-
fuzyjnej.



2. Modelowanie procesu dyfuzji
w stopach metali

2.1. Wprowadzenie

Teoria dyfuzyjnego transportu masy jest przedmiotem intensghwnyzwaan

i bada doswiadczalnych w wielu grodkach naukowych [18-23]. Analiza danych
literaturowych wskazujeze przedstawione modele procesu dyfuzji (rozdziat 1.)
dla stopéw dwusktadnikowych nie wystarczdp poprawnej iléciowej analizy
rzeczywistych proceséw cieplnych prowadzonych w technice. Wspotesh-
nologie dotycz bowiem najczsciej stopow wielosktadnikowych agprowadzone

z uwzgkdnieniem dodatkowych czynnikéw oddziajeych na kinetyk procesu
dyfuzji. llosciowa charakteryzacja procesu dyfuzji mg@amszczegolne znaczenie
praktyczne w opracowaniu warunkoéw nowych procesow technologicznych. Po-
zwala na prognozowanie vitawosci fizycznych i chemicznych wielosktadniko-
wych stopow technicznych. Charakteryzacja zjawisk odpowiedzialmgayfu-
zyjny transport masy unabwia réwniez kontrok proceséw dyfuzji zachodeych

w tych materiatach, szczego6lnie w warstwach wierzchnichw@la jednoczmie

na prognozowanie ich wdeiwosci uzytkowych.

Prowadzenie procesu dyfuzji o charakterzécimvym wymaga stosowania
zaawansowanych metod&aadczalnych oraz wprowadzenia zémego aparatu
matematycznego. Pegptw zakresie metodyki bafiaraz modelowania zjawisk
fizycznych zachodcych w wielosktadnikowych stopach technicznych jestwi
waznym wyzwaniem badawczym. Materialy te musi cechowa zaréwno do-
brymi wtasciwosciami mechanicznymi, jak i dofpistabilngcig cieplmy oraz od-
pornacig na koroz¢ w agresywnyngrodowisku chemicznym.

W rozdziale scharakteryzowano dotychczasowy stan matematycznego opisu
procesu dyfuzji w stopach. Przedstawiono zeia metody Onsagera [24, 25]

i Darkena [26]. Metogl Onsagera mama uogolné prawo Ficka charakteryzige

sie¢ w procesach maciegavspoétczynnikow dyfuzji. Uogolniona metoda Darkena
umazliwia natomiast modelowanie proceséw dyfuzji w wielosktadnikowyz
tworach statych.
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2.2. Metoda Onsagera - uogoélnione prawo Ficka

llosciowa charakterystyka procesu dyfuzji jestzmgm zagadnieniem zar6wno
W nauce, jak i technice. W modelowaniu zjawiska transportu mazgi¢tmia sé
potencjaty termodynamiczne oraz wspoétczynniki dyfuzji. $&faosci termody-
namiczne zostaly wprowadzone przez Onsagera w definicji siniamiyfuzji.
Zaproponowat onze strumié dyfuzji w n-sktadnikowym stopie jest funkgj
wszystkich sit dziatajcych na sktadnik — bagow:

Ji =3 (X X500 X) (68)

Przyjeto, ze kazdy czton strumienia dyfuzjd, maze by wyznaczony tylko
przez pierwszy liniowy skiadnik szeregu Taylora, a wszystkjeazenia wy-
szych redéw mazna pominé. Na tej podstawie zdefiniowano fenomenologiczne
réwnanie przeptywu — strumieni:

J =L Xy L X5 A LX,

J2 = LXy+ LoX ot LaX, (69)

‘]n = I-nlxl-'- LnZX 2"'+ Lnrx n

gdzie: L —wspotczynniki fenomenologiczn; — gradient potencjatu chemicz-
nego, sita termodynamiczna dyfuzji

X, =-graqy, (70)

przy czym 4 jest potencjatlem chemicznyjrtego sktadnika.

Wspoitczynniki fenomenologiczne twara-wymiarowg macierz kwadra-
towg w postaci:

Ly L o Ly

Ly, L, .. L, a1

L, L., .. L,

Przyjeto, ze wyrazy diagonalne w macierzy (71) reprezeyibazpdredni wpltyw
sity X; dziatapcej na sktadnik podczas procesu transportu masy. Wyrazy poza-



2. Modelowanie procesu dyfuzji w stopach metali 31

diagonalne reprezentujnatomiast procesy krzgwe, ktore odzwierciedlgj
wplyw atoméw domieszek na proces dyfuzji. Wspotczynniki fenomenalngic
s3 natomiast niezaime od sity dziatajcej na sktadnik:

oL,
Tk =0 72
X, (72)

Analiza literatury wskazujeze odpowiadajce sobie niediagonalne wspot-
czynniki fenomenologicznesobie réwne — relacja przemiesoobOnsagera:

Lic = Ly (73)

Z réwnania (73) wynikaze macierz wspotczynnikow fenomenologicznych
(71) jest maciergsymetryczg o postaci:

(74)

Liczba niezalenych wartéci wspotczynnikéw fenomenologicznych w ma-
cierzy (74) wynosi(n? + n)/ 2, a nien? jak w rownaniu (71). Oznacza to istgtn

redukcg dawiadcze niezlzdnych do wyznaczenia wspoétczynnikéw fenomeno-
logicznych.

Metoda Onsagera jest zwana z definigf produkcji entropii. Zatéono,ze
efekty proste — wspétczynniki fenomenologiczne znajgkijsé na diagonali
(réwnanie (74)) powodajwzrost produkcji entropii. Efekty krzpwe mog na-
tomiast wptyw@ na obnienie wartéci produkcji entropii. Nie magone jednak
przewyzsza wzrostu produkcji entropii, jakie wywoljefekty proste. gt zro-
dto entropii w uktadach nieréwnowagowych jest zawsze dodatnikejerdo zera
w stanie rownowagi zgodnie z |l zagadrmodynamiki [27]:

azzn“Jixi 20 (75)

i=1

gdzie o — produkcja entropii.
Zaktadajc, ze strumié dyfuzji, J; jest dany réwnaniem:

lzi%& (76)
j=1
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wzOr okrélajacy produkcg entropii przyjmuje posta

n

g=> > L X X 20 (77)

n
i=1j=1

Warunkiem koniecznym, jaki musi &yspetniony,zeby produkcja entropii
byla nieujemna, jest relacja:

Li L — Lizk 20 (78b)

Produkcg entropii mana okréli¢ za pomog dowolnie zdefiniowanych
bodzcow — sit oraz odpowiadggych im przeptywdw — strumieni. Opisuje to wa-
runek niezmiennicZei zrodta entropii. Warunek ten jest zgodny z rejac]

JzZ‘JiXi =Z‘1’X’ (79)

gdzie J/ i X/ — nowa para definiaga strumié i odpowiadajca mu sik, ktora
dziata na sktadnik.

Przyjeto, ze sih dziatapca na skladnik podczas procesu transportu masy jest
potencjat termodynamiczny. Zdefiniowano go na podstawie energii yiengj
U. Energia wewaetrzna jest funkg entropii S, objetosci V oraz liczby moli
wszystkich sktadnikow w uktadziev, i =1,..n [27]. Obliczono zalenos¢

umazliwiajaca okreslenie energii wewgtrznej uktadu:
U=U(SV, M, M,,....M,) (80)

W wyniku r&niczkowania réwnania (80) uzyskano réwnanie opisaij
zmiare wartasci energii wewgtrznej w funkcji parametréw ekstensywnych — pro-
porcjonalnych do catkowitej liczby ggtek tworacych uktad. Parametrami eks-
tensywnymi §: masa, okjtos¢, entropia, entalpia. Parametrami intensywnyani s
temperatura, énienie, utamek masy. Parametry dangezalene od ilgci materi
w uktadzie:

dU =Y a5+ gv+ Y gy + 499 au
s v oM oM,

(81)

gdzie
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@,
0S V.M. M,

.....

["_UJ =y (82)

SV.Ms My My 5 M

------

Rownanie okréajace wartd¢ energii wewgtrznej jako funkcja parametrow
ekstensywnych przyjmuje wé posté:

dU =TdS- pdv+> 4 dv (83)

i=1

Catkowg posta rownania (83) mana uzyské przy uwzgtdnieniu twierdze-
nia Eulera.

Funkcjaf jest jednorodna ezlu | = const, jdi:

f (ko kg, g ) = kA %0 %0 %) (84)

| Of (xl,x2 ..... xp) :Zp: X; [:;J (85)
Xizj

Przyjmupc, ze energia wewgirznaU jest funkcjy rzedu pierwszego, z twier-
dzenia Eulera maa otrzymad nastpujaca zaleznoic:

ouU
U= S—+V— —+..+ M — 86
0S AY MaM M” (86)

Dokonupgc podstawienia za #aiczki funkcji U (rownanie (82)), otrzymuje
si¢ catkowg postd@ réwnania na energiwewretrzng uktadu:
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U=TS- pV+) i M (87)

[
i=1

Rd&zniczkowanie réwnania (87) prowadzi natomiast dozzaki:
dU=TdS+ SIT- g\ Mp> 1 dM-> Mg (88)
i=1 i=1

Odejmupc stronami réwnanie (83) od (88), uzyskuje zleznos¢ Gibbsa-
Duhema:

O=SdT—Vdp+Zn: M o (89)

n
Po uwzgédnieniu catkowitej liczny moli skladnikéw uktadiv =ZMi
i=1
otrzymuje s¢ rownanie:

O=sdT—vdp+i N g (90)

gdzie: s= S/ M — entropia,v=V/M — obgtos¢, N, =M, /M — utamek mo-
lowy.

Rownanie (90) przy zateniu statego énienia i temperatury (proces zacho-
dzi w warunkach izotermicznych i izobarycznych) prowadzi doznakei:

n
i=1
Uzyskana zalnos¢ Gibbsa-Duchema (91) umovia wyeliminowanie
ostatniego sktadnika réwnania opigrggo strumig dyfuzji (69):
n-. n-

=S+ N = SN N (©2)

i=1

Przyjto, ze suma strumieni dyfuzji spetnia zates¢:
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n

Zn:Jj =ZZnL-j X; =0 (93)

=1 j=1i=1

Oznacza toze ostatni strumigjest liniowo zaleny od wszystkich pozosta-
tych i jest zdefiniowany réwnaniem:

3 =23, (94)
Produkcg entropii (réwnanie (75)) mima zapis&w postaci:
n-1
g=23%+3 X (95)
i=1
Uwzglgdniajac w réwnaniu (95) zatamos¢ (94), wyznaczono noypak de-
finiujaca strumieh i odpowiadajca mu sik dziatapca na sktadnik:
e

7=3 3% -2 1% =3 I(X- X)=3 I X (96)

i=1

Prowadzone rozwania prowadgz do stwierdzeniaze strumi@é dyfuzji
skladnika mana zapisaw postaci sumy-1 czstkowych strumieni zapropono-
wanych przez Onsagera:

5= Z Ly X (97)

Wektor X; (réwnanie (97)) jest potencjatem chemicznym danymzrpale
$Cia:

X, =X, =X (98)

Przyjeto jednoczénie, ze w rownaniu (97) strumien-tego sktadnika jest li-
niowo zaleny od pozostatych sktadnikéw w uktadzie. i@ wic wykaz#, ze

jest on proporcjonalny do iloczynu wspotczynnika fenomenologicznego-i gra
dientu s¢zenia sktadnika:

J = _”Z": Li [nz_:ﬂkjgrad N; j (99)

k=1 =1
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ot ~th)

oN,

gdzie y; =

Uwzgledniajac, ze wartd¢ wspotczynnika dyfuzji jest suailoczynu wspot-
czynnika fenomenologicznego i cztonu termodynamicznego:

n-1

D; = Z Li 44 (100)

k=1
otrzymuje s¢ rownanie (99) w postaci uogoélnionego prawa Ficka:
n-1
J ==Y DjgradN, (101)

=

Analiza danych literaturowych wskazujee wspotczynniki fenomenolo-
giczne L; réwnania (69) mena okrdli¢ zaleznosciami [28]:

5

=1 ki

L, =gB - , i=j, 1i=1..n (102)
kZNkBK
NB L

Lij =-gB -, i#], iJj=1..n (103)
kZNkBK

gdzie: N, i B — odpowiednio utamek molowy i ruchlid®i-tego sktadnika,

n
¢ — stzeniemi-tego sktadnikag = N Z G.
i=1
Interpretacja réwnania (103) wskazuje macierz wspotczynnikow fenome-
nologicznych jest maciegsymetryczg: Ly =L;, i#].
N. B N S
L, =—GB — ] =—q|$r'—3=lf,, iz, i,j=1..1 (104)
2 Ny B 2. NB,
k=1

k=1
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Oznacza toze w prowadzonej analizie nie rozrda st wptywu domieszkowa-
nych atoméw w stopie.

Przyjeto, ze prawo zachowania masy uwgadhia wyprowadzony strumie
dyfuzji (réwnanie (101)).

a—q:—ai dlai=1,2,..,n (105)
ot ox

Prawo zachowania masy zapisane w postaci macierzowej [29, 30]:

9) __ol9)

= 106
ot 0x (106)

gdzie:[c) — kolumnowy wektor stenia sktadnikéw[J) — kolumnowy wektor
strumienia dyfuzji

G Jy
)= % | 9] (107)
Cha I

Przyjmupc, ze strumié skladnika jest dany zaleoscia (101), otrzymuje si
prawo zachowania masy w postaci rownania:

a[C) ([ ] [)] (108)

Okreslona macierz wspotczynnika dyfujD] jestn— 1 wymiarow macie-
rzg kwadratovy:

)

Dl,l D1,2
D2,2

in-1

w)

2n-1

[D]=

(109)

Dhgs Dpgo - D

i1
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W analitycznym rozwgzaniu uogélnionego prawa Ficka szczegélne znaczeapgpwektory
i wartosci wkasne macierzy [31] wspétczynnika dyfuzji. NieR bedzie zbiorem wektorow

w postaci{ax} — podprzestrzegigenerowas przez wektorx # 0. Wéwczas mona zapiséa
relacg:

Ax=Ax (110)

gdzie wektorx # 0 spetniajcy zalenos¢ (110) okrélany jest wektorem wiasnym, a liczba
A jest wartdciag wkasny przeksztatcenia liniowegad.

Ustalenie wektora i warfei wiasnej okréla si zagadnieniem wlasnym. Przeniesienie
wszystkich sktadnikéw réwnania (110) na jedstrore prowadzi do uzyskania postaci:

(A-Al)x=0 (111)

gdzie| — macierz jednostkowa.

Wyznaczenie wyznacznika przeksztatcenia liniowedgfiniowanego réwnaniem (111) pro-
wadzi do uzyskania wielomianu charakterystyczn&tgivego pierwiastkigwartasciami wia-
snymi przeksztatcenia:

det(A-A1)=|A-A|=0 (112)
Rownanie (112) mma réwnie przedstawd w postaci wielomianu charakterystycznego:
det(A-A1) =1 A" +1 A"+ 41 A +H ;= 0 (113)

gdzie |; — wspétczynniki wielomianu charakterystycznegoefisztatceniad. Rozwhzanie

réwnania (113) jest podstawlo stwierdzenia,e pierwiastki wielomianu charakterystycznego
s3 wartasciami wkasnymi macierzy przeksztatcenia liniowelgo

Zagadnienie wektoréw i wartoi wkasnych 4czy sk z diagonalizagj macierzy przeksztatce-
nia liniowego A Podstawiajc za wektorx = Vy do rownania (110), otrzymujegszaleznosé
miedzy macierz przeksztalcenia liniowego i maciardo niej podobnej (macierz&i B 1

podobne, kiedy spetnigfownaic A= C*BC dla pewnej macierzy C):
AVWW=AVy = V'AWA1y= By (114)

gdzie B=V AV jest okrélana macierz podobn do macierzyA

MacierzeA i B map takie same wartai wiasne. Ponadto, 4eli macierzA jest macierz sy-
metryczn, to istnieje twierdzenie unitiwiajace jej przeksztatcenie do postaci diagonalnej —
przelatng tworza wartcsci wkasne macierzy:

VAV =diag(A A, - 4y) (115)
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Macierz przeksztatcenid jest utworzona z wektorow wtasnych maciefzy
V=%, %, %] (116)

Wyznaczenie macierzA z rownania (115) prowadzi do uzyskania zatsci taczacej wek-
tory i wartasci wiasne przeksztatcenia:

A 0 .. 0fx

0 A .. 0
A=[%, %0 %] 2 *e 117

0 0 ... A%,

n

Rownanie (117) jest okékmne rozktadem macierzy wzgledem jej wartéci wtasnych [31].
Definicja wielomianu charakterystycznego jest oparh wyznaczeniu wyznacznika prze-
kszta’rcenia(A—/lI ) Wyznacznikiem macierzy kwadratowgjest wielomian:

detA=

A G 818~ 8 d&; (118)
)

o

Wyznacznik macierzy 3 x 3 mpa wyznacz§ ze wzoru:

b, b, b
Sl
=by40,5055+ boby st i, Pss bapoPpm bbbt bab ot

Proste przeksztalcenia réwnania (119) pozwate zapis wyznacznika macierzy 3 x 3
z uwzgkdnieniem wyznacznikéw 2 x 2:

detB = Ql(t&zths_ szzg_ blz( b330, b2§);1+ b{s b,bs bsp)zf

b b [by b [by b, (120)
=Bl bj "2 by, bj”’% by bgt

Ogolnie wyznacznik dowolnej macierzy kwadratowejzmemwyznacz§ z zalenosci:

Ci1 - Cp
detC=| .. .. .{=> sgfi, in)Ci1 G (121)
Cnl cnn

gdzie: (i,..i,) — wszystkie permutacje elementéw macierzys@(i, .i,) — funkcja zwraca-
jaca znak permutacji.
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Aby analitycznie rozwgzat uogoélnione prawo Ficka, nagwyznaczy war-
tosci i wektory wkasne macierzy wspétczynnika dyfuzji. Ma p przedstawnd
w postaci diagonalnej — na praghe] znajduy Sic wartasci wlasne macierzy dy-
fuzji [32] (rbwnanie (115)):

[E]=[a][D][a]" (122)
E 0 .. O
_ 0 E .. O _ . , . )
gdzie: [E] = — diagonalna macierz wsp6tczynnika dyfuzji,
0 0 .. E
0, dip O ip-1
[a]= T21 Taz - Ta-1| _ aciers wektorow wiasnych.

Qpa1 Ap1p o0 Opipg

W dalszej cgsci analizy przedstawiono warunki konieczne, jakie mus#z
spetnione przez wartoi wspotczynnika dyfuzji zapisanego w postaci macierzo-
wej w przypadku procesu transportu masy w ukladzie trojsktadiyim. Za-
rowno wartdci wkasne przeksztatcenia prowgdego do otrzymania macierzy
diagonalnej wspotczynnika dyfuzji, jak i watd wszystkich pozostatych wspét-
czynnikéw transportugsdodatnimi wartéciami ze zbioru liczb rzeczywistych.
Podstaw tej analizy jest rozwizanie rownania charakterystycznego przeksztat-
cenia prowadgcego do wyznaczenia waéth i wektorow wiasnych. Wielomian
charakterystyczny dla stopu tréjsktadnikowego wyznaogza siwzgkdnieniem
macierzy wspotczynnikow dyfuzji o wymiarach 2 x 2. Penyjze A oznacza
wartasci wlkasne macierzy D. Wielomian charakterystyczny cechuje veyzila

D11 -1 D12

ID-Al|=
Dy, Dzz_/1

=(D11—A)(D22—/\)—D2p12=0 (123)

Wartcsci wiasneA s3 pierwiastkami wielomianu (réwnanie (123))iskreslone
zaleznoscia:

A :%{( Dy, + Dzz) t [( D,+D 22)2 - 4( D,DD D 1)}1/2} (124)
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Dalsza analiza polega na wyznaczeniu warunkow koniecznych, atogevar
wtasne A byly dodatnie ze zbioru liczb rzeczywistych. Ngleatem rozwjza
nierébwnac:

HEuron) [0 -4 P09 ) |20 a2

Rownanie (125) mma przeksztat¢ido postaci:

(Dll + Dzz) 2 [(Dn"' D 22)2 _4(D PDD 1}}1/2 (126)

Podnoszc obustronnie do kwadratu, z réwnania (126) otrzymujeale:-
nos¢:

D11D22 -D 21D 122 0 (127)

Poniewa rozwigzaniem réwnania (124) ma bwartas¢ ze zbioru liczb rze-
czywistych, warté¢ znajdupca s¢ pod pierwiastkiem musi ldydodatnia. Po-
prawna jest zatem nierowsto

(D11 + Dzz)2 2 4( D11D 227 D 2p 1:) (128)

Dalsza analiza rownania (128) wskazugmana zapiséadodatkovy zalez-
nos¢ okreslajaca wspotczynniki dyfuzji:

(Dyy — Dy,)° +4D,D 1,20 (129)

Poniewa réwnanie (129) ma lydodatnie, musgby¢ spetnione nieréwno-
sci:

D,,D,,20 oraz D;;,D,,>0 (130)

Z analizy matematycznej wielomianu charakterystycznegoguteswvego do
otrzymania diagonalnej macierzy wspotczynnika dyfuzjznaownioskowd, ze
wspotczynniki dyfuzji zapisane w formie macierzowej na pgaedy macierzy
musz by¢ dodatnimi wartéciami ze zbioru liczb rzeczywistych. Analiza ta jest
zgodna z eksperymentalnymi wynikami prowgmani do oszacowania waso
wspotczynnika dyfuzji.

Przeksztatcenie macierzy wspotczynnika dyfuzji do postaagadialnej
przez wyznaczenie wadd i wektoréw wiasnych nie pozwala na jednoznaczne
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analityczne rozwgzanie uogolnionego prawa Ficka. W rozzaniu brak jest bo-
wiem informacji dotycgcej czasu trwania procesu transportu masy. Definiuj
wspotczynnik dyfuzji z uwzgldnieniem funkcji bjdu erfc, mazna ostatecznie za-
pisa analityczne rozwizanie uogoélnionego prawa Ficka. Furkisjedu erf defi-
niujemy réwnaniami:

2 z
erf (z) =—= | exp(- ¥ ) dy (131)
(=~ Jeof-)
X X
erfcf —— |=1-erf| —— 132
(5 )=o) 452
Element diagonalny macierzy wspotczynnika dyft{zlfb] mozna zapisé
zaleznoscia:
5 =9
by —?erfc(q) (133)

gdzie: 5” — delta Kroneckeraz; — funkcja czasu i poinia

X
2,[E;t

z, = (134)

przy czymE; — wart@¢ wtasna macierzy wspotczynnikow dyfuzji.

Analitycznym rozwizaniem uogolnionego prawa Ficka jest wtedy zale
Nos¢:

[Ac) = [a]'l[ D|[a] [Ac") (135)

Wektory [Ac) [ [Aco) 53 zdefiniowane z uwzgtnieniem pocgtkowych
i brzegowych wart¢ci skzenia pary dyfuzyjnej:

Ac =6 -¢(x1) (136)

AG =G -¢ (137)
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Mozna wkc okreli¢ warunki brzegowe dla kdego sktadnika tworzacego
te pak dyfuzyjm:

dla x<0,t=0 q:q'} (138)

dla x>0,t=0 ¢=¢

gdzie:¢ i ¢" — wartdci stzenia odpowiednio na lewym i prawym brzegu pary
dyfuzyjnej, [co) — pocatkowy wektor sktadu pary dyfuzyjnej [33].
Rownanie (135) mma rownie zapisg za pomog funkcji biedu erfc:

)(az][zAco)

[Ac) = [al‘l erfd 2)+...

{a'l ) (an_l]z[Aco)

erfc( z) + [agl

) (] [ZACO)

erfc( z,_,)
(139)
W praktyce uogolnione prawo Ficka najéziej rozwihzuje sé metodami

numerycznymi przez bezg@dnie rozwizanie réwnania (108).

2.3. Uogolniona metoda Darkena

Darken w opracowanej metodzie prgyjze catkowity strumigé masy ka-
dego ze sktadnikow uktadu zgodnie z ogdiiefinicjg strumienia jest proporcjo-
nalny do jego stenia oraz pydkosci zgodnie z zaloscia:

J =gy, i=1..n (140)

gdzie: J, — strumié, ¢ — stzenie,V, — predkos¢ i-tego sktadnika w uktadzie.

Predkos¢ sktadnikaV, (rownanie (140)) jest okéna jako suma warfoi

predkasci dyfuzji v i predkasci dryftu v@™

v =\t (141)
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Predkaos¢ dryftu jest jednakowa dla kdego ze sktadnikéw bigeych udziat
W procesie transportu masy i jest wypadggmedkoscia catego uktadu — bilan-
suje strumienie dyfuzji wszystkich sktadnikow. Réwnanie dkjgce strumié
dyfuzji przy zataeniu,ze stzeniei-tego sktadnika wynost;, przyjmuje posta
[34]:

j'=cvy'=¢BF (142)

gdzie: B, — ruchliwdi¢ i-tego sktadnikaF, — sita dziatagca nai-ty sktadnik.

Zgodnie z hipotez Darkena dyfuzj wzajemmn w ukfadach wielosktadniko-
wych nagdza gradient potencjatu dyfuzji [10]. Potencjat tenzenby¢ zatem
sumy potencjatow wynikajcych z sit dziatajcych na sktadnik. Wyrinia st po-
tencjaty: chemiczny, mechaniczny, elektryczny, magnetyczny i inne [35].

Potencjat dyfuzji w prowadzonych rozaamiach okréony jest jako poten-
cjat chemiczny:

F =-grady (143)

gdzie i — potencjat chemiczny dziagy nai-ty sktadnik.

Rownanie okréajace wartd¢ strumienia dyfuzji przyjmuje wt posta:
jit =Gy =—¢ Bgrady (144)

W rozwazaniach przygto, ze tworzcy sk roztwoér staty w procesie dyfuzji
jest roztworem doskonatym — podczas powstawania tego roztworu w walhunka
izotermicznych i izobarycznych nie wyptija efekty energetyczne ani zmiany
objetosci. Dlatego warté¢ potencjatu chemicznego w tym przypadkuzme wy-
razic wprost za pomagjego stzenia:

U= +kTing (145)

gdzie: ,ui0 — potencjat chemicznittego sktadnika w warunkach standardowych
(1 =const), k, — stata Boltzmanna.

Po uwzgédnieniu w réwnaniu (144) na strumidyfuzji sktadnika réwnania
(145) mana uzyska zaleznos¢:

i =—cBk TgradIng (146)
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Rownanie (146) przy uwzglnieniu castkowego wspotczynnika dyfuzji
mozna réwnie przedstawd w rownowanej postaci:

j =-D/'gradg (147)

Czgstkowy wspotczynnik dyfuzji-tego sktadnika oznaczono prze[z'.
Okresla on zdolné¢ do dyfuzjii-tego sktadnika w roztworze statym zgodnie
Z rOwnaniem:

D/ =Bk T (148)

Uwzglednienie w rOwnaniu na struntienasyi-tego sktadnika (140) rowna-
nia na pedkos¢ catkowitg (141) oraz strumiedyfuzji (147) pozwala na okéle-

nie catkowitego strumienia masyy kazdego z tych sktadnikow roztworu:
J =-D'gradg +¢V™ | i= 1,.n (149)

Predkas¢ dryftu v mazna zdefiniowa réwniez jako sumg strumieni
wszystkich sktadnikow (réwnanie (149)):
n n n

>3 =->.D' gradg +Y_ ¢V (150)
i=1

i=1 i=1

Przyjmupc J; +J, +...+ J, = 0, rownanie (150) mma zapis&w postaci:
n n

vi> 6 =>" 0 gradg (151)
i=1 i=1

Uwzglednienie w réwnaniu (151}e stzenie mieszaning = c(t, X) = const
I okreslone zaleénoscia:

c=) g =const (152)

i=1

jest podstaw do okrélenia pedkosci dryftu w stopie wielosktadnikowym zgod-
nie z réwnaniem:
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v =%" D' gradN (153)

i=1

gdzie N, — utamek molowy sktadnika definiowany réwai@ko iloraz stzenia
sktadnika do catkowitegoetenia stopu

N, ==g/c (154)

Uwzglednienie w rOwnaniu na struntienasyi-tego sktadnika (149) rowna-
nia na pegdkos¢ dryftu (153) pozwala na ustalenie catkowitego strumieragym

J, kazdego ze sktadnikow roztworu:
J =-D'gradg +¢> O gradN ,i= 1.n (155)
j=1

Przyjto, ze w stopie nie zachogzeakcje gdrowe powodujce zmiany
masy. Na tej podstawie moa stwierda, ze réwnanie bilansu masy dla danego
uktadu ma charakter prawa fizycznego — prawa zachowania masy:

%—Tzdiv[Di'gradq -¢>. 0 grad\;j L= 4. (156)
=1

Rownanie (156) w takiej postaci definiuje zmjaskzenia sktadnika stopu
w czasie. Zmiana ta jest proporcjonalna do dywergencji jedmwdego stru-
mienia masy.

Uogodlniory metod Darkena meéna zastosowa do wyznaczenia rozktadu wakansow
w strukturze krystalicznej stopu podczas procesuzjiy{36]. Matematyczny model opisigy
proces dyfuzji w stopie dwusktadnikowym z uwaditieniem efektu Kirkendalla, stanu na-
prezen oraz ewolucji wakanséw w czasie jest oparty nav@aachowania masy [36, 37].
Strumier dyfuzji zdefiniowano jako iloczyn gtenia, ruchliwdci sktadnika oraz gradient po-
tencjatu termodynamicznego:

=g
=g % (157)

gdzie: B — ruchliwgs¢, 1 — potencjat termodynamicziiytego skiadnika.
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Strumier catkowity J; sktadnika jest sugnstrumienia dyfuzji i strumienia dryftu dany zale
noscia:

J = +gvt (158)

gdzie v — prdkosé dryftu.
W procesie dyfuzji wzajemnej masa jest zachowataa. @a dwusktadnikowego stopu zasad
ciggtosci objetosci mazna przedstawi zaleznoscia:

0
&(QAJA+ Qglg) =0 (159)

gdzie Q, i Qg — obgtosci molowe odpowiednio sktadnikai B.

Calkowanie réwnania (159) oraz zadmie braku wymiany masy z otoczeniem pozwala na
uzyskanie zasadyggjtosci objetosci w postaci rownania:

QA+t QgJs=0 (160)

W przypadku gdy jedynsita dziatapca na sktadnik jest gradient potencjatu chemicznego,
wowczas strumie dyfuzji sktadnika opisuje réwnanie:

- _ a,UiCh it = N gt
=580 %1 oq ot - pp 4 (161)
Czynnik termodynamiczny zdefiniowano natomiast jako

Na 9ty _ Ng Oug’
KT ON, KTON

$= (162)

Suma utamkéw molowyciN, + Ng =1.

Przyjeto, ze obgtosci molowe sktadnikdwsstate i jednakowefd , = Qg =Q, wbdwczas ob-
jetosé stopu jest rowniestata. Akumulacja materii w procesie dyfuzji wzajeej w wyniku
réznicy wartagci wspotczynnika dyfuzji sktadnikdéwd i B nastpuje po wolniejszej stronie
pary dyfuzyjnej. Zgodnie z zasadiagtosci objetosci podczas procesu dyfuzji stopiaku-
mulacji zmniejsza gi Wyrdznia st co najmniej trzy czynniki powodage zmniejszenie aku-
mulacji materii, m.in. efekt Kirkendalla [38], staapezen oraz gstas¢ wakansow.

1. Efekt Kirkendalla — ruch ptaszczyzny patkowego kontaktu pary dyfuzyjnej z charakte-
rystyczry predkoscia jednakovy dla wszystkich sktadnikéw uktadu, tj.goikoscia dryftu. Za-
tozono, ze sik napdzajca proces dyfuzji jest tylko gradient potencjatu climego. Pod-
stawienie réwnania (161) do rownania (160) ulméa uzyskanie zatenosci pomiedzy prd-
koscig dryftu i strumieniem dyfuzji:

QA +Qplg= [ D¢ A+N\i"y“] [ |5E¢ B+N\FW“] (163)
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W wyniku przeksztatcenia réwnania (163) otrzymujezaleznosé¢ opisupca predkosé dryftu
w stopie dwusktadnikowym:

v = (D} - D*A)¢% (164)
Calkowity strumié sktadnika jest wéwczas dany rownaniem:

QJg =-(N, Dy + N@Q;ﬁ%:—b% (165)
gdzie D — efektywny wspotczynnik dyfuzji Darkena scharagmawany zalgnoscia:

B =(NAD; + NgD) 4 (166)

2. Stan nagren — r&znica wartdci wspoétczynnika dyfuzji sktadnika jest kompensowata-
nem napgzen wytworzonych w procesie dyfuzji. Jednoczesne aalgizianie potencjatu che-
micznego i stanu nagren stanowi sumarycznsite dziatapca na kady sktadnik:

ch o
Ou _ U™, O

167
ox  0x 0X (167)
Stan napgzen jest zdefiniowany za pometensora napten Cauchy'egoo:
a
0x 0x

gdzie p= —%tracei = —El)’(aXX to,t azz).

Rownanie na strumiesktadnika uwzgldniajace efekt oddziatywania nagren nie zawiera
cztonu pedkosci dryftu i przyjmuje posta

. 0N D _dp
=-D -N—-Q— 169
¢ N kT dx (169)
Wowczas zasadciggtosci objetosci okresla rownanie:
oN ap oN ap
QJ,+QJ D A Dfp—=2 - Ng—=2 0 170
AR [ A¢ kT d J ( & ax kT F) j (170)

ktére umdliwia uzyskanie zatenosci prowadacej do okrélenia stanu naggen wywotanych
dyfuzja:
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Q%P -__ Ds=Da 4qy0Ns (171)
0x  N,D,+ NgDg ox

Podstawienie rownania (171) do (169) na catkowtityrsien pozwala ustadi zaleznos¢ cha-
rakteryzujca proces dyfuzji z uwzgtinieniem stanu nagren:

D.Dg pMNe - _preNs

Qg =——F"F—
® N,D,+NgDg  ox dx

(172)

Efektywny wspéitczynnik dyfuzji (réwnanie (172)) jeskreslany wspotczynnikiem Nernsta-
Plancka:

D,D;
DW=——AZB g (173)
NADA + NBDB
3. Stopi@ gestasci wakansow — okiéenie stopnia oddziatywaniastasci wakanséw w mo-
delu procesu dyfuzji wymaga uwzghienia w potencjale dyfuzyjnym nowej sity napwe;.
Stanowi ona rénice wartasci potencjatu chemicznego i potencjatu wakansow:

U= :uiCh - ,UV (174)

Stopien gestasci wakanséw kompensuje przyrost materii zdefinioyvanzasadzie gigtosci
objetosci. Sita generujca tworzenie giwakansow jest proporcjonalna do ickzenia:

\Y; 9 — Ned

PV = 0K 0[N | KT 7(’\‘\’ NV) (175)
ox ox Ng? Ng ox

gdzie: N, — stzenie wakansow w stopie\;® — pocatkowe stzenie wakansow.

Ustalenie stopnia wzajemnej zateici pomidzy efektem oddziatywania przedstawionych
czynnikdw wymaga wyo@bnienia potencjatu termodynamicznego efektu Kirlalad stanu
napezen oraz stopnia gstasci wakansow:

f= " = (176)

Tworzenie s} i zanikanie wakansOw w sieci krystalicznejna zdefiniowa z uwzgkdnie-
niem dywergencji pdkosci dryftu i stanu naggen sprzystych:

dryft — Ne&d
v =— Ny = Ny = _i@ a7
ox Ty B at

gdzie: 1, — czas relaksacji defektévB — modut sztywnéci.
Czas relaksacji defektow, mozna wyrazé za pomog sredniej drogi swobodnej wakansow
L, oraz ich wspotczynnika dyfuzjp,:
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2
% (178)

Wspétczynnik dyfuzji defektéw w stopie dwusktadnikgm wyrazany jest zwykle za pomgc
srednich wartéci czastkowego wspéitczynnika dyfuzji poszczegdlnych jegtadnikow:

DaDg

DY =
N\(/aq( DaNg + DBNA)

(179)

Po podstawieniu rownania na strumiatkowity do prawa zachowania masy dla sktadéika
i B uzyskuje sj uktad rowna charakteryzujcy proces dyfuzji:

Dyop, \, B AN

oN
=——| -Djp—2-N,Q
A¢ A kTox AN 0 x

Ny (180)

oN p) oN D, D, O Ny—Ny*
B B¢ B _ NgQ—28 s 0P +N B ( )

+ Ny (181)

t o kTax °N&  dx
(DB DA)¢6NB 0 NaDx+NgDgdp _
oN, ] ox kT oX Ny — N&¢
v o o - (182)
ot x| N,DjNgDy O (NN L,
+Ngu
Ng? ox 8

0o _10Spy, _ _ Bov (183)
ot 3 ot 30x

W przedstawionym modelu zdica dyfuzyjnéci atomow poszczegdinych sktadnikéw stopu
prowadzita do powstania nierbwnowagowego strumigrdkanséw podczas procesu dyfuzji
wzajemnej. Strumieten mae z kolei powodowapowstawanie i rozrost pustek (efekt Fren-
kla). Kinetyke wzrostu pustki (zwgkszenia si promienia) okréla wartG¢ jej przemieszczenia
si¢ w czasie. Zaley ona od gstasci defektow. Warté¢ promienia pustkk maozna okrdli¢ za
pomog réwnania raniczkowego [39]:

aR _ e (6 - q;q)(; + Lij (184)

Opracowana metoda umivia prognozowanie i optymalizagjgestasci niepazadanych de-
fektéw powstajcych w materiatach podczas ich pracy, szczegdlni@amnkach podwiszo-
nej temperatury i diego obcizenia (m.in. powstawanie pustek w gr#eniach lutowanych
w elektronice prowadgczesto do ich awarii).
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2.4. Modelowanie procesu dyfuzji
w stopach wielofazowych

2.4.1. Wprowadzenie

Zarobwno metoda Onsagera, jak i uogolniona metoda Darkena dotycogkysu
dyfuzji w jednorodnych roztworach statych. W technice, w procesadinolo-
gicznych cesto wystpuje zjawisko dyfuzji reakcyjnej. Dyfugjreakcyjm ce-
chuje brak wzajemnej rozpuszczaloosktadnikow lub jest ona ograniczona.
Jednoczénie s tworzone krysztaty rownowagi fazy fredniej. Proces dyfuzji
prowadzi wec do tworzenia na granicy suizyfazowej krysztatow fazy idiacej
si¢ struktuy krystaliczry od struktury sktadnikow stopu (rys. 22.) [7, 40, 41].

Sktadnik A Faza o Faza Sktadnik B
m
fas]
—
= —
=
i3
—
w
2
5
N
L -
&= P
% x! x? X x4
Odleglosc

Rys. 22. Schemat procesu dyfuzji reakcyjnej polzy sktadnikamA i B —
tworzenie krysztatébw dwéch faz grednicha i g [7]

2.4.2. Proces dyfuzji reakcyjnej w stopach dwusktadnikowych

Prostym przypadkiem matematycznego modelowania procesu dyfuzjypesk
jest tworzenie krysztatdbw nowej fazBy, zarodkujcej na granicy czystych
sktadnikdwA i B. Przyktadowo w procesie utleniania czystego niklu goay
niklem i tlenem powstajwydzielenia fazy NiO (rys. 23.).
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Ni ‘ Ni-O 0,
i
L
=
N
% CL‘————. Cr
3
XL Ar
Odleglosé

Rys. 23. Schemat zmianysénia niklu w funkcji odlegtéci w procesie
utleniania czystego niklu

Proces dyfuzji reakcyjnej pogdzy dwoma czystymi sktadnikami raaa
scharakteryzowauktadem rowna zapisanych w formie idiczkowej:

(1_ G )% =-J
o (185)

gdzie: ¢, i ¢y — stzenia sktadnikaA w potazeniu granic mgdzyfazowych x;
I Xz, J, i Jg —strumienie dyfuzji wyznaczone z uwgghieniem prawa Ficka.

Przeksztatcenie uktadu rowiné&l85) umdaliwia okreslenie nowych poteen
granic mgdzyfazowychx, i xg:

dAx _ —CrJ —(1-¢) J (186)
dt (1-c )y
gdzie Ax = x; — X.

Poniewa rozwaza st proces dyfuzji z mdiwoscia tworzenia sj tylko jed-
nej fazy pdéredniej, mana zatay¢, ze strumienie dyfuzji na lewej i prawej gra-
nicy w tej samej fazie majjednakowe warti: J, = J; = J. Std rownanie
(186) przybiera prostposté:
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dAx= -1+ Ac 3 (187)

dt  (1-c )c

gdzieAc=c, - c.

Przyjecie dodatkowego uproszczenia znita wartdci stzenia w utworzo-
nej fazie jest bliska zeru — urdisvia wyznaczenie grubei tej fazy z zalenaosci:

=G = dx___ -1 J= 1 DA—C (188)

d (I-c)q  (-q)g Ax

Przez catkowanie po czasie rownania (188) wyznaczono prawmjieral
okreslajace kinetyk procesu dyfuzji:

2 2 2DAc
(Ax)" =(Ax) +mt (189)

gdzie Ax, — pocatkowa obgtos¢ utworzonej fazy. Mona jednoczénie zataye,
ze Ax, =0, wowczas analityczna zaieos¢ okreslajaca zmiag objgtosci utwo-
rzonej fazy przyjmuje posta

Ax = /%t (190)

Analiza réwnania (190) wskazujee zmiana ohjtosci krysztatbw nowej
fazy paredniej jest kontrolowana kinetykprocesu dyfuzji. Jest proporcjonalna
do pierwiastka z czasu procesu dyfuz,ji.

Znajc wyniki bada eksperymentalnych —giokas¢ warstwy dyfuzyjnej, mdiwe jest row-
niez wyznaczenie wartgi wspoétczynnika dyfuzji wzajemnej:

AP = 4Dt (191)

gdzie D — wspéiczynnik dyfuzji wzajemnej zdefiniowany zarRenem jako suma gatko-
wych wspoétczynnikéw dyfuzji sktadnika:
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D=c,Dg+czD, (192)

Do wyznaczenia warfgi czastkowego wspotczynnika dyfuzji sktadnika, i Dg niezlzdna

jest jednak dodatkowa informacja dotyca potaenia ptaszczyzny Kirkendalla [42] — mar-
kera wzgédem ptaszczyzny Matano [43, 44] (rys. 24.).

Stezenie sktadnika A

X1 Xp X2
Odleglosc

Rys. 24. Schemat zmianysénia w funkcji potaenia dla stopu dwu-
sktadnikoweg®A-B, gdzieAﬂ B — krysztaty nowej fazy poedniej

Ustalone potgenie poszczegolnych ptaszczyzn Matano i Kirkendadiawala okrdi¢ relacg
pomiedzy wartgciami strumieni dyfuzji:

Js _XuTX (193)
Bln %=X,

Uwzgledniajgc strumienie dyfuzji — prawo Ficka, réwnanie (12a8pisano w postaci:

Dg _ B~ %) (104)

Uktad rowna (194), (192) i (191) prowadzi do wyznaczenia wasiavspotczynnika dyfuzji
sktadnikaA i B w fazie A;B.

Modelowanie procesu dyfuzji w stopach dwusktadnikowych, w ktorych
mozliwe jest tworzenie si krysztatdw wecej niz jednej fazy péredniej, jest
w bardziej zigone. Przyjto wiec, ze strumienie dyfuzji w twoggych sé krysz-
tatach faz s state, sijd mazna okréli¢ prawo zachowania masy dlazkiej z gra-
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nic miedzyfazowych. Dla stopu dwusktadnikowego, gdyztivee jest utworzenie
krysztatdbw dwéch faz poednich (rys. 25), uktad rowngrzyjmuje posta[7]:

Cg 1(11);1 JL
(ch- ) 02 =35, - 32, (195)
(1 Cq 2) dd)f: =-J;,

gdzie:cg,, Cf;, Cg, | C§ , — 0dpowiednio gtenie sktadnikd na lewej i prawej
granicy w fazie 1. i stenie skladnikd na lewej i prawej granicy w fazie 2J,B,

[ J;i — strumi@ dyfuzji sktadnikaB na lewej i prawej granicy fazy x, X,

I X, — odpowiednio potzenie granicy 1., 2. i 3. w funkcji odlegid od po-
wierzchni.

Uktad rowna (195) umaliwia wyznaczenie gdkosci wzrostu krysztatow
faz parednich:

g _dx  dg_Je, s s

dt dt d CB 2 CB 1 Cllg,l

(196)
dAx, _dx; _dx, _ -Jo,  Je,—Jdas
dt a o 1_C§,2 c;z— CBR,l
przy czym strumienie dyfuzjl;, dane § zalenoscia:
D.Ac,.
J;i __Di8G, (197)
Ax

gdzie: D, — wspotczynnik dyfuzji wewgtrznej i-tego sktadnika, Ac,, =
=C:._CsL,u M =Xa ™ X

Analogicznie mana wyprowadi rownania charakteryzage proces dyfuzji
reakcyjnej w stopie dwusktadnikowym dla dowolnej liczby zarodkowanyc
krysztatow faz midzymetalicznych. Jednocaee nasuwa gipytanie, czy mana
prognozowa kolejncs¢ zarodkowania krysztatow faz grednich. Rozwjzanie
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tego zagadnienia przedstawiono w rozdziale 4. Do charakterysifeto kry-
terium produkcji entropii — wyznaczono i upgdkowano wartéci produkcji en-
tropii dla kadej z utworzonych faz goednich.

Sktadnik A Sktadnik B
(o=

as} R
] CE,Z
— I I I | N ||
= L
.= Cay
B
e
o AX, AX»
= ®
g 2
oy el
w2 -7

ral

Cg1

chO
Xo X X X3 X
Odleglos¢

Rys. 25. Schemat modelu wzrostu krysztatéw dwoéehpi@rednich pomidzy czy-
stymi sktadnikamiA i B

2.4.3. Proces dyfuzji reakcyjnej w stopach trojsktadnikowych

Analogicznie do przypadku stopéw dwusktadnikowych matematycznigano

opis& proces dyfuzji reakcyjnej w stopach trojsktadnikowych ilesktadni-

kowych [45-48]. Do analizy procesu dyfuzji wyeltniono trzy przypadki

rys. 26.):

(1)y pon)ﬂ;dzy faz a i y —sciezka dyfuzji przebiega wzdiukonody,

2) pomedzy faz a i B z tworzeniem si krysztatow fazy péredniej 7 —
sciezka dyfuzji przebiega wzdiukonody,

3) pomedzy faz a i [ —sciezka dyfuzji przebiega przez obszar dwufazowy
y+r.

Scieika dyfuzji a— y. Przygto, ze znane s skzenia sktadnikéw na po-
czatku oraz na kacu konody (granicy midzyfazowej). Naley obliczy¢ zmiarg
masy sktadnika zaréwno w fazee, jak i y, uwzgkdniajgc w obliczeniach me-

tode Darkena lub Onsagera oraz warunki Dirichleta na graniggayfazowej
(rys. 27.).
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Rys. 26. Schemactiezki dyfuzji w stopie trojsktadnikowym

faza o granica fazay
Skladnik A . -

Stezenie

Skladnik B

Odleglosc

Rys. 27. Schemat wyznaczania watistzenia dlasciezki dyfuzji @ — )/

Sciezka dyfuzji @ — 1 — f. Rozwaanie dotyczyprzypadku, gdy podczas

procesu dyfuzji zarodkgikrysztaty nowej fazy neidzymetalicznej. Naley zatem
wyznaczy objetos¢ krysztatéw tej fazy. Zatmno, ze $ciezka dyfuzji biegnie
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wzdtuz konody zaréwno poradzy obszaramo — 7, jak i 7 — S. Wartaci st-

zenia skltadnika na pogtku i na kaicu konody g znane. Natomiast ofips¢
krysztatow nowej fazy mma wyznacz§ zaleznoscia:

dAx _ dx(a,k) dx(5,K

198
dt dt dt (198)

gdzie x(a,k) i x(B,k) — potazenie granicy midzyfazowej pomidzy fazami
a—T orazr — [ (rys. 28.).

faza a fazat faza B
Skladnik A I

Stezenie

Skladnik B

Odleglos¢

Rys. 28. Schemat wyznaczania wécistzenia sktadnikowA, B dlasciezki
dyfuzji a -»r—

Potazenie granicy faz mima wyznaczy przy uwzgédnieniu strumieni
sktadnika z prawa zachowania masy na granicy:

dx(ak) _ 1 {D(r,k)AN(r,k)_ Da,KANa, B}

dt (N(r,k)-N(a,K)|  Dx(r.k) Ax(a, k)
(199)
dx(B.K) _ 1 {D(,B,k)AN(,B,k)_ D(7,RANT, a}
dt  (N(BK)-N(7,K)|  Ax(B.K) AX(7,K)

(200)
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gdzie: N(7,k) — stzenie skladnika w fazig na kacu konody k, D(7,k) —
wspotczynnik dyfuzji sktadnika.

Zmiare masy w fazach brzegowyah i S okresla si metod, Darkena lub
Onsagera (przypadek 1.).

Sciezka dyfuzji @ — 1+ y— B. W tym przypadkuciezka dyfuzji przecho-
dzi przez obszar dwufazowy. Podsgaanalizy matematycznej w catym zakresie
sktadu chemicznega sozwigzania metody Darkena lub Onsagera (rys. 29.).

faza a obszar dwufazowy faza f3

Skiadnik A Ty

Stezenie

 Skladnik B

Odleglosc

Rys. 29. Schemat wyznaczania wéttstzen dlasciezki dyfuzji a — (7 +y) — 8

Obliczenia numeryczne w fazach brzegowyeh [ przeprowadza sidla
znanych wartéci wspoétczynnika dyfuzji oraz waroi stezenia sktadnika na gra-
nicy faz — na pocgku i na kacu konody. W analizie wewirz obszaru dwufa-
zowego nalgy uwzgkdni¢ utamek fazowyf. Jednoczéie dla uproszczenia ob-
liczen przyjeto, ze sciezka dyfuzji przecina obszar dwufazowy + y) doktadnie
w jegosrodku. Mazna zatem zaloy¢, ze utamek fazowy ma waréstah w catym
obszarze:f =0,5. Nalezy réwniez uwzgkdni¢ proporcjonalny udziat faz w stru-

mieniu dyfuzji w obszarze dwufazowy(r + y):

aNi a_N i =
E+ f(r)D (7) > dai=AB,C (201)

3(y+1)=f(»)D(y) X
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Dzieki uwzglednieniu stopnia rozdziatu faz i y w strumieniu dyfuzji

(réwnanie (201)) w metodzie Darkena e jest ustalenie zmiany masy w ob-
szarze dwufazowynfr + ).

2.4.4. Proces dyfuzji reakcyjnej w obszarze dwufazowym

Opracowanie modelu matematycznego procesu dyfuzji w obszap@istnienia
dwdch faz jest zagadnieniem trudnym. W raganiu tego problemu bierzegsi
pod uwag nie tylko prawa fizyczne — prawo zachowania masy, lecetaéle-
nosci termodynamiczne okéne na trojsktadnikowym uktadzie rownowagi faz,
m.in. potazenie i ksztatt granicy nadzyfazowej, poteenie konod porgdzy fa-
zami (rys. 30.).

konoda

granica faz

Fe 8 6 4 2 Ni

Rys. 30. Trojsktadnikowy uktad réwnowagi fazowejReCr, T = 1000°C

Obecnie znaneggslwie podstawowe metody matematycznego opisu procesu
dyfuzji w obszarach wspétistnienia dwéch faz — metody opartaodelach On-
sagera i Darkena. Unilbwiajag one zdefiniowaniesredniej wartéci stzenia
sktadnikéw tworacych pa¢ dyfuzyjn.

W rozwaaniach przyto, ze dyfuzja zachodzi w uktadzie tréjsktadniko-
wym. Sredni wartci¢ skezenia sktadnika mana zatem okéi¢ przy uwzgednie-
niu stzenia w fazie oraz utamka aipsciowego zgodnie z zataoscia:
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G=f'¢+ ¢ (202)

gdzie: ¢’ i qﬁ — stzenia sktadnika-tego odpowiednio w fazigr i B, f”
i f# — utamki fazowe fazy i B spelniajce zalénacscé:

fr+ff=1 (203)

Metoda obliczé oparta namodelu Onsagera[29, 49] cechuje giwyzna-
czaniem efektywnej macierzy wspoétczynnikow dyfuzji. Prawdea@nia masy
w postaci wektorowej dlé&rednich wartéci stzenia wewitrz obszaru wspotist-
nienia dwoéch faz:

E = —M (204)
ot X

gdzie: [T) — kolumnowy wektokredniego stzenia sktadnikéw[J) — kolum-
nowy wektor strumienia.
Przy zataeniu,ze stzenie trzeciego sktadnika jest zate od wartéci ste-

zen pozostatych sktadnikéw réwnanie (204) dla stopu trojsktadnikowsegna
zapis& w postaci dwoch niezateych rowna:

5 _ 03

o OX (205)
95 __0J,

ot [0)4

Strumier J, w rownaniu (204) jest dany za pomogogolnionego prawa
Ficka:

[3)= —[Dy]%iy) (206)

gdzie y — faza uktadu tworego obszar wspdtistnienia fég + 3).

Po podstawieniu roéwnania (206) w prawie zachowania masy (réwna-
nie (204)) otrzymuje gizaleznos¢ w postaci zblionej do uogdlnionego prawa
Ficka. Dotyczy jednej z faz uktadu, w ktérym zachodzi dyfuzja (rys. 31.):
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ole) _a[ro,0l¢)
ey e (207)
Flg8a,

€1

Rys. 31. Schemat tréjsktadnikowego uktadu réwno-
wagi fazowej — zaznaczono wektory sktadu sktadni-
koéw, na podstawie [29]

Dokonanie transformacji prawej strony rownania (207) iiwia prze-
ksztalcenie go do postaci rownawe;:

ole). [c™] ol) (208)

[)4 ()4

gdzie [CTM] — macierz transformacji zdefiniowana za pogazniczki zesred-
niej wartgci stzenia do wartéci stzenia na granicy fazy

oc’
cM =" 209

i

Macierz transformacji jest wowczas macigjednostkowy poza obszarem
wspotistnienia dwoch faz. Spetniona jestevzalenosé:

[@)=[c) (210)
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Uwzglednienie rownania (208) w prawie zachowania masy oraz quieyj
ze macierz wspotczynnikéw dyfuzji ma stalvartas¢ prowadzi do okrédenia
zmianysredniej wartéci stzenia zgodnie z zalaoicia:

o[c) _rper19°1C)
s (@)

gdzie [De“] — efektywny wsp6tczynnik dyfuzji dolacy iloczynem macierzy
transformaciji i wspotczynnika dyfuzji w obszarze fgzy

[0 ]=[o][™] @12

Nalezy podkréli¢, ze znane jest rozazanie analityczne réwnania (211) za-
proponowane przez Gupte i Coopera [50]. Razamie to polega na wyznaczeniu
funkgcji btedu erfc (podrozdziat 2.2).

Podstaw metody uwzgjdniajgcej model Darkena[51-54] jest prawo za-
chowania masy oraz gikos¢ dryftu. Zrezygnowano z wyznaczenia macierzy
wartasci wspotczynnika dyfuzji sktadnikdw w uktadzie. Zamiast takigjcmerzy
dla kazdego sktadnika zostat zdefiniowany wspétczynnik dyfuzji wetwamej

D.. Prawo zachowania masy opistgé zmiag wartasci sredniego stzenia sktad-

nika w funkcji strumienia dla stopéw tréjsktadnikowych ina przedstawi za
pomog zaleznosci:

a_ciz_ﬂ, i=12,° (213)
ot 0x

gdzie J; — catkowitysredni strumié dyfuzji.

Catkowity sredni strumié dyfuzji jest sum strumieni dyfuzji w faziea
i B przemnaonych przez ich objosci fazowe:

J =193+ fF2P, i=1,2,¢ (214)

Nalezy podkréli¢, ze strumienie dyfuzji w fazier i f w metodzie Darkena
Sa zdefiniowane jako suma strumienia dyfuzji i dryftu zgodnie zzrakeia:

oc” .
J¥=-D 1 +c"V, i=12¢% 215
=D g (215)
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B
Jf:—qﬂaaimﬂ\ﬁ, i=1,2,¢ (216)
X

gdzie: D” i DP — castkowe wspoiczynniki dyfuzji sktadnika odpowiednio

wfaziea i B, V¥ i V¥ — prdkos¢ dryftu w faziea i f.

Korzystapc z zasady zachowania etgsci uktadu [26], maliwe jest zdefi-
niowanie wspolnej pdkaosci dryftu dla kadego z jego sktadnikéw w fazie

i G

1S ;00
oraz V* :C_ﬂzl DI'BE (217)

<
gdziec' = qu — catkowite sfzenie stopu trojsktadnikowego.
i=1
Po podstawieniu réwma(215) i (216) do (214) i naginie do prawa zacho-
wania masy (213) otrzymujeeszaleznosé nasredni wartcsé stzenia sktadnika
w przestrzeni dwufazowej uktadu:

% __0( topad¥ _(apad% oy trdv | i=12:
o ox ox ox

(218)
Wyodrgbnienie sredniej wartéci stzenia kadego sktadnika w rownaniu

(213) prowadzi do zapisania prawa zachowania masy dtiega sktadnika w
faziea i G:

o(toc”+ t7¢°) o f"q")+a( ¢

ot ot ot
a a
=fa%+fﬂ%+(q”—qﬁ)a;t . i=1,2,¢ (219)

Znajoma¢ réwnania konod opisagych obszar wspoétistnienia dwoéch faz
jednoznacznie okéta wartgci stezenia sktadnikéw na granicy konody w fazie

i B za pomog jednego parametrk. Przyktadowo, stzenia sktadnikak = .
Wodéwczas prawo zachowania masy przyjmuje posta
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20670k 500 Ok [ 4 of*
-+ P 1 - =
P TR TR Gl

= i( rape 99 oK fﬂDﬂaqﬂak+f”q"v"+fﬂ¢5\ﬁJ i=1,2,3

X ' 9k 9x ' ok d
(220)

Przyjmupc, ze efektywny wspétczynnik dyfuzji jest iloczynem utamka fazo-
wego i castkowego wspotczynnika dyfuzji w danej fazie, prawo zachowania
masy mana przedstawiw postaci uktadu rowmia— poszukiwane funkcje to

k(t,x) oraz f“(t,x):

fa0c Ok | ﬁﬁ%Jr(q,, q/g)af

ok ot | ok ot at
=- a( DE" oK, g TGV + fﬁqﬂ\ﬁj i=1,2,2 (221)
ox ox ’ o

Efektywny wspotczynnik dyfuzji jest definiowany zatescia:

=f D"aal'( +fﬁDﬁaaq:, i=1,2,7 (222)

Nalezy podkréli¢, ze tylko dwa z trzech réwmng221) g liniowo niezalene.
Rozwigzanie numeryczne tego zagadnienia przedstawiono dla dyfuzjiyjeekc
nadstopéw niklu MAR-247 [51] i Rene-80 [52].

2.5. Wspotczynniki dyfuzji Wagnera

Teoria dyfuzji jest przedmiotem zainteresowania specjalisténod&éw nauko-
wych od okoto 150 lat. Wez jednak wysipuja zagadnienia nierozgaane ce-
chujace procesy transportu masy, do ktorych nafa.in. metoda jednoznacznego
szacowania wartgi wspotczynnika dyfuzji. Podstamwnetod odwrotnych prowa-
dzacych do okrélenia wartdci wspotczynnika dyfuzji w stopach dwusktadniko-
wych, m.in. Boltzmanna-Matano [55, 56], Sauera-Freise [57], jeshacgenie
ptaszczyzny Matano po ich wygrzewaniu dyfuzyjnym. Metody te &temazo-
wane g rownaniami réniczkowymi — dotycgz przestrzeni aigtych i r&zniczko-
walnych. & wigc trudne do przeniesienia i charakterystyki wagitevspotczyn-



66 Sciezka dyfuzji w tréjsktadnikowych uktadach réwnowagi fazowej

nika dyfuzji sktadnika stopow cechgych s¢ brakiem wzajemnej rozpuszczal-
nosci lub znacznie ograniczonej — wattaradientu sizenia jest bliska zeru. Jed-
noczénie byty podstaw do rozwaan i opracowania przez Wagnera [58, 59] uni-
wersalnej metody odwrotnej urflwiaj acej okrélenie wartdci catkowego {red-
niego) wspdtczynnika dyfuzjD? .

Aby wyprowadz¢ zaleznosci prowadace do ustalenigredniego wspoétczyn-
nika dyfuzji Wagnera, zakono, ze krysztaly nowej fazy nadzymetalicznej
sktadnikbwA i B charakteryzuje sktad chemiczny wyniajagcy sk matym od-
stepstwem od skiadu stechiometrycznego — gradient skladu skiagsikabli-
zony do zera (rys. 32.).

Temperatura

N, NE N,
Utamek molowy

Rys. 32. Fragment dwuskfadnikowego uktadu réwno-
wagi fazowej — wytworzona jedna fazaspdniagB
0 matym odsipstwie od sktadu stechiometrycznego

Po przygciu pomocniczej zmiennef okreslajgcej proporat stzen sktad-
nika B w stopieA-B otrzymuje st relacg:

B B

gdzie Ng i Ng — pocatkowe (brzegowe) warfgi utamkéw molowych sktadni-
kow.

Utamki molowe sktadnik6wA i B mazna wiec zdefiniowa za pomog usta-
lonej pomocniczej zmienney:

N, =(1-Ng) Y+ (1- Ng)(2- V) (224)
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Ng = NgY+ N;(1- V) (225)

Drugie prawo Ficka dla dwusktadnikowego stopwn@przedstawiza po-
moc utamka molowego jego sktadnikow. Zaémo, ze obgtos¢ molowa stopu

jest rowna odwrotniei jego s¢zenia:V = % Sigd uzyskano zal#os¢:

E(ﬁjzi(mc) G(CA Cj:%:_% (226)
ol v ) ot ot ot ox

o) o o7
ot\ Vv oX

Uwzglednienie zmiennej pomocnicz&j w prawie Ficka (rownania (226)
i (227)) prowadzi do relaciji:

Al and(y o\ d(1-Y\]_aJ,
a0l

Ang g g2 (229)
2t *dalv #l v )| ox

gdzie A = A(Ng) = x/+/t — wyrazenie Boltzmanna [55].

Wprowadzenie iloczynu réwnania (228) i wadbutamka molowegoNg

oraz rownania (229) i utamka molowe@b- N; ), a take okr&lenie ich ré@nicy

prowadzi do zalenosci charakteryzujcej r&nice strumieni dyfuzyjnych sktadni-
kowA'i B:

A nd(y 0J, 0Jg
-—(Ngz = Nz |]—| — | = Ng 1- N 230
2t( 8 B)d/\(v] Bax ( )ax (230)

Analogicznie wprowadzenie iloczynu réwnania (228) i wanitatamka mo-
lowego N5 oraz réwnania (229) i utamka moloweéb— Ng) , atake okrdlenie

ich r&znicy prowadzi do uzyskania zateosci charakteryzujcej r@nice strumieni
dyfuzyjnych sktadnikah i B:
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2 (ng - Né)%(l;Yj = N 28 - (1 ) e (231)

Po przeksztatceniu réwnania (230) z uwgglieniem zraniczkowanego
wyrazenia Boltzmannal/ = % i po catkowaniu dla danego czasu w przedziale

A=-w i potozenia A=A (odpowiadajcemu sgzeniu N;) otrzymano zale
Nos¢:

\VARE

00

%(Ng - Né)l—ﬁ Aj%m]:%[ N J,—(1- Ng) JB] (232)

W wyniku analogicznego przeksztatcenia réwnania (231) otrzyskijea-
leznos¢ w postaci:

- Ns)[f(ijv) ‘T(l_Y)d”}:%[‘Ng helim el

LV
(233)

gdzie: J, i J; — strumienie dyfuzji w punktach catkowani= A". Wprowa-
dzenie iloczynu rownania (232) i wymienie przez zmienp(l—Y*) oraz wpro-
wadzenie iloczynu réwnania (233) i wymimmie przez zmiennY , rowniez ob-

liczenie ich ranicy prowadzi do relacji okétajacej rznice wartdci strumieni
dyfuzji (rys. 33.):

T(n o 8% = (1-Y
E(NB—NB) (1_Y)_[°VM+YJ«—( Y )t |-

(234)
1

= W[ NI —(1- N;) J*B}

Przyjmupc, ze obgtos¢ molowa uktadu jest suamiloczynow obgtosci sktad-
nikow Ai B i ich wartdgci utamkéw molowych [60, 61]:

V =V, N, + Vg Ny (235)
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uzyskuje si relacg charakteryzujca strumiey dyfuzji wzajemnej sktadnikB:

3 VN, +V.N
Ddﬁz_JBz_%JBz_(AA—VBB)JB (236)

&
000
&

i
=

¥y
/vy

¥y

5
X 400

XK
Odleglosé

Rys. 33. Schemat zmiany masy w procesie dyfuzjievaaej w zalenoici
od czasu, na podstawie [59]

Obijetosciowe strumienie dyfuzji sktadnikbw ma natomiast wyragiza-
leznaoscia:

Vyda+VeJg=0 = JA=—JBz—B (237)
A

Uwzglednienie w rownaniu (236) zateosci (237) okrélajacej obgtosciowy
strumien dyfuzji sktadnikaA umazliwia wyznaczenie wart@i wspoétczynnika dy-
fuzji wzajemnejD zgodnie z zalmoscia:

VA( NB‘]A B NAJB)
dN,
dx

D=

(238)
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Wprowadzenie réwnania (234) do (238) dlagcego warté¢ wspotczyn-
nika dyfuzji wzajemnej dla utamka molowego skfadnika Bg(= N*B) oraz

uwzgkdnienie podstawienia Boltzmanmiad = % prowadzi do zalosci:

(N3 = Ng ) Vi

f)(N*B):(aI\I—/aX)X{(l Y*)j dx+vj % (239)

Nalezy podkréli¢, ze wyprowadzenie rownania (239) usiwia wyznacze-
nie wartgci wspotczynnika dyfuzji wzajemnej w stopach dwusktadnikowych
w dowolnym potaeniu i czasie dla dowolnego utamka molowelyp = N*B juz
dla jednego wyniku eksperymentalnego — wygrzewania pary dyfuzyjo&ye-
slonej wartgci temperatury.

Nalezy rowniez dod&, ze metody opisanej réwnaniem (239) niezme bez-
posrednio przeni& do wyznaczenia warfoi wspotczynnika dyfuzji wzajemnej
w stopach cechaggych s¢ brakiem wzajemnej rozpuszczasoosktadnikow lub
gdy jest ona znikoma - wakto gradientu stzenia jest zbliona zeru
(0Ng /0x=0). Réwnanie (239) zmodyfikowano d tak, aby unikg¢ obliczenia
gradientu stzenia. Wprowadzono charakteryzagbijetosci krysztatu nowo po-
wstatej fazy mgdzymetalicznej — kinetykprocesu dyfuzji w postaci zaieosci:

g s, L0 ) [0

NB') NB - Né 2t
(i) (i) ()
+AX NB+ NB_ZV ( )A)év
2t Ng — Ng ¢ 2V
N() Né n-1 V(')

+

Na = Ng vt (N2 - g ot?

(240)

gdzie: N5 i Nj — utamki molowe sktadnikB po lewej i prawej stronie uktadu
tworzagcego pag dyfuzyjmg (warunki brzegowe)Ng) — utamek molowy skiad-
nikaB w fazie (i), Ax") — obitosé fazy (i).

Rownanie (240) charakteryagp $redni wspoétczynnik dyfuzji Wagnera
w fazie z powodzeniemzyto do wyznaczenia wspotczynnika dyfuzji w stopach
wielofazowych uktadu Ti-Fe-Ni [62] oraz Ti-Ni-Cu [63].
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Dodatkowo, wspotczynnik dyfuzji Wagnera sma zdefiniowa rowniez
przy znanych wart@iach wspotczynnikéw dyfuzji wkasnej sktadnikow pary dy-
fuzyjnej. Wyprowadzenie zataoici okreilajacej wartéd¢ wspotczynnika dyfuzji
Wagnera w tym przypadku opierg sia sformutowaniu strumienia dyfuzji sktad-
nika w dwuskfadnikowej parze dyfuzyjnejeSnie sktadnika charakteryzuje si
matym odsgpstwem od skladu stechiometrycznego (rys. 34.). W rezultacie otrz
mano zalenos¢:

XR XR o aN NR -
[ [D="2dx DdN
- 0N, - 0N, x x  ox N
Vg =- D_ax =const=-D I T TTx = (241)
Idx fdx R
X X

gdzie:V — objtos¢ molowa stopuD — wspétczynnik dyfuzji wzajemnej (Dar-
kena),x, i Xz —odpowiednio potzenie lewej i prawej granicy fazy.

Stezenie
Ng

N

®

XL XR
Odleglosé

Rys. 34. Schemat zmiany#enia sktadnikd w dwusktadnikowej parze
dyfuzyjnej

Wspdtczynnik dyfuzji Wagnera sredni wspotczynnik catkowy w fazig@
mozna take wyrazé zaleznoicia:

NR
D% = [ DdN = D”ANE (242)

N,
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DdN

'—'172

N,

dzie D” =
J ANE

Na podstawie analizy literatury i badatasnych naley podkreilic, ze kine-
tyka procesu dyfuzji reakcyjnej nie zayeod wartdci wspoétczynnika dyfuzji
sktadnika, lecz od jego catkowej waitosredniej. Warté¢ wspotczynnika dyfu-
zji Wagnera mena ustak z uwzgkdnieniem wartéci wspotczynnika dyfuzji
wzajemnej i drugiej réiniczki funkcji Gibbsa [64, 65]. Do rozwania przedsta-
wionego zagadnienia przyp nasgpujace warunki:

» wartadsci wspotczynnika dyfuzji sktadnikow okska ich ruchliwgé

D’ =8’k T (243)

» czstkowa objtos¢ molowa sktadnikow przyjmgj stab wartg¢ —
V,,V; = const. spetnione jest rownanie Eulera wyznagezaj obgtosé

molowg stopu
V =V,N, +V, Ng (244)

* znane s wartasci funkcji Gibbsa dla kadej z fazy tworzcej uktad.
Strumien dyfuzji sktadnikaB w fazie f w metodzie Darkena oldla zale:-

nos¢:
JE =B +NEV (245)
gdzie: j£ — strumieé dyfuzji sktadnikaB, NZ — utamek molowy sktadnikB,

VP — predkos¢ dryftu.

Predkos¢ dryftu dla dwuskiadnikowej pary dyfuzyjnej jest natomiast dana
zaleznoscia:

V2 = -NZ Bigraduf - Nj B grag/f, (246)

Po podstawieniu réwnania (246) do (245) ékagcego strumig dyfuzji
sktadnika otrzymano zateos¢:

3 = (1- N8 ) N BGgradd - NG N, B grad (247
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Po wprowadzeniu réwnania Gibbsa-Duhefi,du, + Ngdug = 0) i jego
uwzgkdnieniu w rownaniu (247) otrzymano zadei¢ okreslajaca strumie dy-

fuzjii:
5 =(NZBE+ N2 B)) Njgraduf (248)

Gradient potencjatu chemicznego dwusktadnikowego stopmanorzedsta-
wi¢ za pomog jego r&niczki wzgkdem utamka molowego i gradientu tego
utamka. Réwnanie (248) okila zatem strumie dyfuzji sktadnikaB i przyjmuje

posta:

38 =(NEEG + NG B) aﬂB grad N (249)

Potencjat chemiczny (rownanie (249)) ima wyrazé energiy Gibbsa. Cal-
kowa posté rownania Gibbsa dla stopu dwusktadnikowego jest ionma zale-

noscia:
9=UpNp+ 115 Ng (250)
Razniczkowanie rownania (250) prowadzi do uzyskaniazzelei:
(251)

dg = N,du, + AdN,+ Ny Qg+ 12 gdNg

Uwzgledniajac réwnanie Gibbsa-Duhem@= N ,du, + Ngdug, otrzymuje
sig rozniczki energii Gibbsa w postaci zatexsci:

dg =yAdNA+,quNB:(,uB—yA) dN, (252)

Rownanie (252) jednoznacznie definiuje wéétodzniczki energii Gibbsa
w funkcji utamka molowego sktadnika pary dyfuzyjnej:

0
aTg =y~ U, (253)

Dodatkowo, ré@niczkowanie rownania (253) wzglem utamka molowego
sktadnikaB prowadzi do uzyskania zaleosci okreslonej pomedzy zmian war-
tosci potencjatu chemicznego i utamka molowego sktadBika
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a/'[B - azg + a/'[A (254)
Ng  (aNg)* ONg

a/’[A + NB a/'IB
ONg ONg
sie¢ wartaici rozniczki potencjatu chemicznego wzdem utamka molowego
przedstawionego w postaci drugiegmniczki energii Gibbsa:

Korzystajc z rownania Gibbsa-Duhents= N,

, otrzymuje

2
a g = a/'[B NB aluB =ia/'1B (255)
(0Ng)?  ONg NA ON;  N,ON,

Rownanie (249) okitajace strumié dyfuzji sktadnikaB w parze dyfuzyjnej
po uwzgdnieniu wartéci rozniczki potencjatu chemicznego wgdem utamka
molowego (réwnanie (255)) przyjmuje pasta

2

B
3 =(NEBE+ NEBE) N hﬁ\(;l—gﬁ)zgrad U (256)
B

Wartadsci wspoétczynnika dyfuzji wzajemnej dla stopu dwusktadnikowego
AiB:

< ENP 920”
D? =(N£Dg + N/B3 Dﬁ)Ma—g (257)
2
keT (N)

Po podstawieniu réwnania (257) olegacego wspotczynnik dyfuzji wzajemnej
do réwnania (242) wyznaczaego wspoétczynnik dyfuzji Wagnera w fazjg
charakteryzujcej st matym odsgpstwem od skiadu stechiometrycznego otrzy-
muje sk relacg:

h NENS 9°g”
KI[LDdN (NZDE+ N§Df)—2 2 T (aN/’)

ﬁ By a.B

kT ONE”  ONg*

:(NﬂD/J’+N/J’Dﬂ)N§N£ gy_gﬂ_ gﬂ_ga -
A™~B B A y _ IB IB_ "4
KeT | NJ - N5 N5 - Ng
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- (NgDg + Ngaﬁ)%@gﬂ(m y-B)] (258)

B

gdzie Ag” (a+y - B) - termodynamiczna sita prowaglz do utworzenia
krysztatow nowej fazyp.






3. Twierdzenia definiujace sciezke dyfuzji
podczas procesu transportu masy

3.1. Wprowadzenie

Analiza danych literaturowych i wynikow batetasnych wskazujege podstawy

charakteryzacjiciezki dyfuzji w stopach trojsktadnikowychadwierdzenia za-

proponowane przez Rhinesa [66] oraz Clarka i Rhinesa [67ktgnie rozwa-

zane i modyfikowane przez Kirkaldyego i Younga [32] oraz Morraid.[Wyod-

rebniono dwie grupy tych twierdzae

1) opisugce zalenosci dotyczcesciezki dyfuzji w stopach jednofazowych,

2) bedace ich uogdlnieniami i opisage charakter procesu dyfuzji w stopach
wielofazowych.

3.2. Sciezka dyfuzji w stopach jednofazowych

Sciezka dyfuzji w przypadku uktadéw tréjsktadnikowych jest krzywa, ktéea
izotermicznym przekroju potréjnego diagramu fazowego reprezegtagni
sktad chemiczny uktadu, w ktérym zachodzi dyfuzjaczy punkty odpowiada-
jace sktadom chemicznym badanej pary dyfuzyjnej. Ksatadeki dyfuzji zalezy
od warunkow pocgkowych procesu. Jej wdaiwosci w stopach jednofazowych
mozna scharakteryzowal 2 twierdzeniami.

Twierdzenie 1.
Sciezka dyfuzji w pétnieskoriczonych parach dyfuzyjnych jest niezmiennicza - stata
w czasie.

Para dyfuzyjna (dwa stopy pokone ze saf) jest potnieskaczory, gdy gra-
dient wartdci stezenia skladnikad na jej kaicu (brzegu) jest stalty. Moa wic
przyja¢ warunki brzegowe dla kdego sktadnik&tworzacego ¢ pak:

=¢ d 0, t=0
G=6 da x= } (259)

¢=¢ dla x>0, t=0

gdzie ,~" oraz ,+" oznaczajkonce pary dyfuzyjnej.
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Proces dyfuzji zachodey w poétnieskéczonej parze dyfuzyjnej nina cha-
rakteryzowa eksperymentalnie lub aproksymainNago przebieg przez matema-
tyczne modelowanie zzyciem danych termodynamicznych i kinetycznych. Jed-
nak w obydwu tych przypadkach wyniki procesu przedstawizespomog dwu-
wymiarowej tablicy — gtzenia sktadnikéw tworgkolumny, natomiast zmiana po-
lozenia w parze dyfuzyjnej — wiersze (tab. 1.).

Tabela 1. Zapis warfoi stzenia sktadnikéw w hipotetycznej parze dyfuzyjnefaaki A-B-C

Stezenie skladnika, % at.
Odlegtosé, cm
A B C

0 5.00 10.00 85.00
0.04 8.79 9.58 81.63
0.042 10.58 9.41 80.01
0.043 11.67 9.35 78.97
0.045 14.25 9.66 76.09
0.046 15.73 10.45 73.83
0.048 19.05 15.38 65.57
0.049 20.88 20.54 58.58
0.051 24.78 36.35 38.87
0.052 26.76 44,74 28.50
0.054 30.43 54.41 15.16
0.055 32.03 55.40 12.57
0.057 34.74 54.33 10.93
0.058 35.84 53.49 10.67
0.06 37.55 52.07 10.38
0.061 38.18 51.54 10.28
0.063 39.05 50.81 10.15
0.099 40.00 50.00 10.00

Sciezke dyfuzji w trojskladnikowej parze dyfuzyjnej mioa przedstawiza
pomoa krzywej zmiany sizenia jednego skfadnika wzglem drugiego (jedna
kolumna wzg¢dem drugiej) na wykresie rownowagi fazowej (rys. 35.) — ficdk
Gibbsa. Wart& utamka molowego trzeciego skladnika uzupetniana jest do
100%.

X
Jt
ces dyfuzji tylko za pomadednej zmiennejl. Stad zarowno czas, jak i odlegto
zdyskretyzowanego punku procesu dyfuzji zmm pominé. Sciezka dyfuzii
w poétnieskaczonych parach dyfuzji jest wd taka sama dla kdego czasu trwa-
nia procesu — jest stacjonardednak gdy para dyfuzyjna jest 8&wor, proces

dyfuzji przebiega na kach pary dyfuzyjnej (szerokbstrefy dyfuzji<~/4Dt).
Sciezka dyfuzji ulega zmianie na koach pary dyfuzyjnej.

Nalezy podkreli¢, ze podstawienie Boltzmanna= charakteryzuje pro-
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Rys. 35.Sciezka dyfuzji w trojsktadniko-
wym ukfadzie réwnowagi fazoweh-B-C e . aen 2 Lo
(tab. 1.) Skiadnik A

0.00

Twierdzenie 2.

Proporcjonalna zmiana wartoSci wspotczynnika dyfuzji sktadnika w stopach tréjsktad-
nikowych nie wptywa na zmiane Sciezki dyfuzji - jest stacjonarng i niezmiennicza.

Przyjeto, ze k jest pewn stah dodatng orazze [D'] i [D'] s macierzami
2 x 2 wartdci wspotczynnika dyfuzji stopu trojsktadnikowego. Twierdzenie 2
jest prawdziwe, gdy jest spetniona rowéo

[D]=K[D'] (260)

o o X .
Uwzglednienie podstawienia Boltzmaanai =—) oraz zalenosci okre-

Jt

slajacej gkbokas¢ strefy dyfuzji w czasie (x2 = 4Dt) wskazujeze jest maliwy
dobdr wartdci parametrow i t, tak aby macierze wado wspotczynnika dyfuzji
sktadnikow byty takie samgD'] =[D"]. Zgodnie z twierdzeniem iciezka dy-
fuzji bedzie identyczna.

Prawo zachowania masy w tréjsktadnikowych uktadach dyfuzjznao
przedstawd w postaci macierzowej, czyli:

Ea Tk =

gdzie:[c) — wektor stzenia sktadnikéw| D] — macierz wartéei wspotczynnika
dyfuzji sktadnikow.
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Rownanie (261) dla trojsktadnikowej pary dyfuzyjnejzma réwnie przed-
stawi w postaci rownowanej:

2 Jc.
% -915p, % dai=12 (262)
ot ox| 3 ~ ox

gdzie D; jest castkowym wspotczynnikiem dyfuzji sktadnikav osnowie sktad-
nikaj.

Twierdzenie 3.

Odwzorowanie prowadzace do wyznaczenia Sciezki dyfuzji nie jest bijektywne (od-
wrotne).

Sciezke dyfuzji wykresla si na podstawie tabeli wagti zmiany stzenia
W czasie oraz umego potgenia w rozwaanej parze dyfuzyjnej. Wyznaczenie
sciezki dyfuzji uniemaliwia odtworzenie wartéci zmiany masy w funkcji poto-
zenia i czasu. Twierdzenie 3. wynika begmalnio z twierdzenia 1. i 2.

Twierdzenie 4.

Sciezka dyfuzji wyznaczona dla tréjsktadnikowych uktadéw réwnowagi fazowej (tréj-
kat Gibbsa) musi przecig¢ odcinek pomiedzy punktami wyznaczajgcymi brzegowe
wartosci stezenia sktadnikéw pétnieskoficzonej pary dyfuzyjnej.

Twierdzenie 4. jest konsekwengrawa zachowania masy. Géhiezka dy-
fuzji nie przecina odcinka pogdzy punktami wyznaczagymi brzegowe warto-
$ci stezenia sktadnikéw, wartei sredniego stzenia w parze dyfuzyjnej rownie
nie lezg na tym odcinku. Prawo zachowania masy nie jest wowczas spetnion
(rys. 36.).

Rys. 36.Sciezka dyfuzji, P — punkt prze-

ciecia sciezki dyfuzji z odcinkiem 4cza-

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 cym punkty wyznaczage brzegowe war-
Sktadnik A tosci stezenia skladnikow
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Twierdzenie 5.

Gdy wartosci wspdtczynnikéw dyfuzji zdefiniowanych w prawie zachowania masy
(réwnanie (261)) sa state, wowczas Sciezka dyfuzji przecina odcinek taczacy brzegowe
wartosci stezenia sktadnikow doktadnie raz w jego Srodku.

Przyjecie twierdzeniaze n-wymiarowa macierz posiadaréznych (liniowo
niezalenych) wartdci wlasnych, to odpowiadgge jej wektory wlasne twogz
baz przestrzeni liniowej. Wéwczas macierz wadiowspotczynnika dyfuzji
mozna przedstawiw postaci diagonalnej [68]. Macierz wspotczynnikow dyfuzji
w réwnaniu (261) mena zapisajako (rys. 37.):

[D]=[a][D][a]™ (263)

gdzie: [Iﬂ — diagonalna macierz wagt wspétczynnika dyfuzji[a] — macierz
wektoréw wiasnych.

Sciezka dyfuzji

[Ac(2))
[a)"

Stezenie sktadnika C

[ACU}

Stezenie sktadnika B

Rys. 37.Sciezka dyfuzji [Aco), [Ac(A)) — odpowiednio po-
czatkowy wektor skiadu pary dyfuzyjnej i wektor skiadu
w funkcji parametrud, [0/1)_1 — glowny wektor wlasny

Zalozenie, ze wartdgci wspotczynnika dyfuzji sktadnikagsstate i sobie
rowne implikuje,ze pocatkowy wektor sktadu pary dyfuzyjn{jAcO) jest row-

nolegty do gtéwnego wektora W’fasnebml)_l [16, 33, 50, 69] (rys. 38.).
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| —— Sciezka dyfuz;ji

Stezenie skladnika C

I:Aco )

Stezenie sktadnika B

Rys. 38.Sciezka dyfuzji przy zalaeniu statych i tych samych
wartasci wspotczynnika dyfuzji — wszystkie wektory ywno-
legte

Twierdzenie 6.

Sciezka dyfuzji jest linig prosta, gdy wartoéci wspotczynnika dyfuzji sktadnika zdefi-
niowane przez macierz w uogdlnionym prawie Ficka (réwnanie (108)) s3 state oraz
prawdziwa jest relacja proporcjonalnosci:

D21(C10_ Cll)2 - D12(C20_ C2)2 :( D, D 2}( CigC J)]( Cx C ): (264)

gdzie: Gu =G = (i:(—oo) oraz G; =G =¢ (+00) - stezenia odpowiednio na lewym

oraz prawym kofcu pary dyfuzyjnej.

Relacja proporcjonalrci (rownanie (264)) jest wynikiem wektorowego za-
pisu uogolnionego prawa Ficka przy zadoiu statych wart@i wspoétczynnika
dyfuzji sktadnika:

[ac) =[ D][ ac°) (265)

gdzie [ D] — macierz wartei wspotczynnika dyfuzji sktadnika.

Uogodlnione prawo Ficka dla stopéw trojsktadnikowychzme przedstawi
rowniez zaleznoscia:
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] e o8
Ac, D1 Dyl A

Rozwigzanie uogdlnionego prawa Ficka przyjmuje wowczas pqg3ti:

) (] [ZACO)

[Ac) = [al‘l erfc( z) + [az

. ) (an_l]z[Ac )

(267)

+ [an_l erfc( z,,)

gdzie [Ac) — kolumnowy wektor gtenia sktadnika.

Macierz wektorow wiasnych (réwnanie (122)) zapisano jakeertie wek-
torow kolumnowych[ai'l] uporadkowanych pod wzgbem dtugeéci wektora:

wektor 1. najbardziej znagzy — o najwékszej diugdci, natomiast ostatni — naj-
mniej znacacy:

[a] " =[[a:)[@3")-{a:)] (268)

Sciezka dyfuzji jest liniowa, gdy wektoryAc) i [Aco) s liniowo zalene
(rys. 38.). Ich iloczyn wektorowy spetnia zatem zats¢:

[ac)x[ ac’) =0 (269)

Oznaczono  wspékzine  wektorow  [Ac)=[Ag,Ac,Ag]  oraz
[ACO) =[ACl°,Ac§,Ac§] Ich iloczyn wektorowy jest dany réwnaniem:

[ac)x[AC) =[AcAE-AcAGA A §-A @ §A @ &4 @ § (270)

Ostatnia sktadowa tego iloczynu wektorowego jest rglaigporcjonalnéci
| spetnia teg twierdzenia 6.

Po uwzgédnieniu prawa Ficka powodujee wektor skiadu ulega zmianie
zgodnie z rGwnaniem w postaci:
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AC? D21 D22 (qu - Czo) D21( Cio™ ClJ) + Dz{ Cog Cz)>

Wektor pocatkowy jest dany zalenoscia:

{ACE} {(qo - Cn)} (272)

ACY (0~ C50)

Twierdzenie 7.

Sciezka dyfuzji wyznaczona w stopie charakteryzujacym sie nieograniczong rozpusz-
czalnoscig (jednofazowym) zawsze ma ksztatt litery S.

Odstpstwo od zalenoici liniowej sciezki dyfuzji jest determinowane #6
nica wartasci wspoétczynnika dyfuzji sktadnikéw. Gdy wastm wspotczynnika
dyfuzji sktadnika znajduage sé w potazeniu diagonalnym macierzy s6zne, to
odsepstwo od zalenoici liniowej sciezki dyfuzji jest wiksze. Zgodnie z twier-
dzeniem 6., gdy wspotczynniki dyfuzjetly takie samesciezka dyfuzji kpdzie
liniowa (rys. 39.).

Stezenie skladnika C

Stezenie sktadnika B

Rys. 39.Sciezki dyfuzji dla ré&znych wartdci wspotczynnika
dyfuzji w stopie tréjsktadnikowym

Twierdzenie 8.

Sciezke dyfuzji wyznaczong dla tréjsktadnikowego uktadu réwnowagi fazowej (tréjkat
Gibbsa) jednoznacznie definiujg tylko warunki poczatkowe — wartosci stezenia sktad-
nikéw stopu przed procesem dyfuzji.
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Dwie sciezki dyfuzji wykreslone z jednego punktu wspoélnego nkaace st
w innych punktach pofmnych na jednej linii prostej nigdy niedy sie pokrywa
(rys. 40.).

Sciezka dyfuzji

Niemozliwa Sciezka %
dyfuzji pomiedzy A-B

Stezenie sktadnika C

Mozliwa Sciezka
dyfuzji pomiedzy A-B

Stezenie sktadnika B
Rys. 40 Sciezki dyfuzji w stopie trojsktadnikowyri-B-C

Twierdzenie 9.

Brak teoretycznych przestanek, aby éciezki dyfuzji o jednym tym samym koficu (jed-
nakowych wartoSciach stezenia sktadnika na jednej z krawedzi pary dyfuzyjnej) i dru-
gim znajdujgcym sie na izotermie nie przecinaty sie ze soba.

Przyjmupc, ze wartdci wspotczynnika dyfuzji na diagonali opisane macie-
rza s3 state sciezki dyfuzji wyznaczone od jednego punktu do punktoigdgch
na izotermie nie przecinggic. Jednak gdy waroi wspotczynnika dyfuzji sktad-
nika g funkcjami zalenymi od s¢zenia sktadnikéw lub drugie kee wykrelo-
nychsciezek dyfuzji nie lea na jednej izotermie, to takieiezki dyfuzji mog sie
przecing (rys. 41.).

Twierdzenie 10.

Wszystkie mozliwe Sciezki dyfuzji wyznaczone przy zatozeniu, ze wartosci wspétczyn-
nika dyfuzji na diagonali sg funkcjami zaleznymi od stezenia sktadnikéw, cechujace
sie wspdlnym koricem (jednakowych wartodciach sktadnikéw na jednej z krawedzi
pary dyfuzyjnej) i drugim znajdujgcym sie na izotermie, co najmniej raz wzajemnie sie
przetna.

Twierdzenie wynika z warunku ggjtosci rozwigzania uogoélnionego prawa
Ficka oraz z twierdzenia 9. (rys. 41.).
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Sciezka dyfuzji

Stezenie sktadnika C

T T M T T T T

Stezenie sktadnika B

Rys. 41.Sciezki dyfuzji o jednym tym samym kwmu i drugim
znajdupcym sk na izotermie

Twierdzenie 11.

Wszystkie mozliwe Sciezki dyfuzji wyznaczone przy zatozeniu, ze wartosci wspétczyn-
nika dyfuzji na diagonali sg rézne od siebie majg ksztatt litery S. Jedynym odstep-
stwem tego twierdzenia jest warunek, ze wartosci wspétczynnika dyfuzji sktadnika na
diagonali sg state i sobie rowne. Twierdzenie jest uog6lnieniem twierdzenia 7.

Twierdzenie 12.

Poczatkowe nachylenie Sciezki dyfuzji wyznaczonej na tréjsktadnikowym uktadzie
rownowagi fazowej (tréjkacie Gibbsa) jest zdefiniowane za pomocg gtéwnego wektora
wtasnego — najbardziej znaczacego (o najwiekszej dtugosci), determinujacego diago-
nalng macierz wartosci wspdtczynnika dyfuzji sktadnika (rys. 37.).

Rozwigzaniem uogolnionego prawa Ficka jest woOwczas rownanie
w postaci [33]:

L ey )

[Ac) = [al‘l

{a‘l ) (an_l]z[Aco)

n-1

erfc( z) + [agl erfd z)+...

(273)
erfc( z,,)

gdzie wektory[Ac) [ [Aco) zdefiniowane g za pomog pocatkowych (brzego-
wych) wartdci stzenia pary dyfuzyjnej:
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Ac =6 -6 (x1 (274)

A’ =G - ¢ (275)

Mozna zatem przyi warunki brzegowe dla kdego sktadnikatworzcego
te pae:

=¢ dl 0, t=0
G=G dax<b, } (276)

¢=¢ da x>0, t=0

gdzie ,~" oraz ,+" — kdice pary dyfuzyjnej[co) — pocatkowy wektor sktadu

pary dyfuzyjnej [33]. Jest to wektor pagdzy brzegowymi wartaiami stzenia
sktadnikéw.

3.3. Sciezka dyfuzji w stopach wielofazowych

Matematyczny opisciezki dyfuzji w stopach o ograniczonej rozpuszczatno
jest w znacznie wkszym stopniu ztgony w poréwnaniu ze stopami jednofazo-
wymi 0 nieograniczonej wzajemnej rozpuszczétnsktadnikow. W najprost-
szym przypadku brak jest przestrzeni wspotistnienia tyaych s¢ faz. Wyse-
puja tylko poszczegolne fazy gdzymetaliczne cechage s¢ rownolegtym poto-
zeniem granicy faz do plaszczyzny paikowego kontaktu pary dyfuzyjnej
(ptaszczyzny Matano), na przyktad dyfuzja w parze dyfuzyjnej uovajzz czy-
stej miedzi Cu a stopem NiAl w temperaturze 1000°C (rys. 4Q]) Wyznaczona
sciezka dyfuzji w takim przypadku nie jest funkcajiagta (rys. 43.).

&\5/”&-‘ lwh.’-c.). :.w -~

———— SR

NiAl(Cu

Rys. 42. Mikrostruktura petze- ( ) Tas

nia dyfuzyjnego Cu-NiAl, tempe- "\:\ -
ratura procesd = 1000°C, czas N

t=150h Rt
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7 7
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Ni concentration

Rys. 43.Sciezka dyfuzji w ukladzie Cu-NiAl, temperatura
procesul = 1000°C, czas= 150 h

Analogicznie wykres zmiany waga stzenia w funkcji pot@enia lgdzie
rowniez opisany funkgj nieciagla (rys. 44.).

100 | NiAl(Cu) (71 O ——
90 -

1T=1273 K, t = 150h
80 -

Eksperyment
[m]

Obliczenia

Stezenie skladnika, % at.

400
Odleglos¢

Rys. 44. Rozktad warfei skzenia sktadnikdw Cu, Nii Al w uktadzie
Cu-NiAl, temperatura procesti= 1000°C, czas= 150 h

Na sciezce dyfuzji wyodebnia sk jej segmenty dla kalej z tych faz ng-
dzymetalicznych.
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Przypadkiem szczegolnie ztanym jest dyfuzja reakcyjna charakterymg
sie tworzeniem przestrzeni wspdétistnienia faz, np. golzy Ti a NiCr (rys. 45.).

Rys. 45. Mikrostruktura petze-

nia dyfuzyjnego Ti-NiCr, tempe-
ratura procesur = 900°C, czas
t=100h $3400 15.0kV 10.1mm x700 BSECOMP

Granica m¢dzyfazowa jest wowczas nieregularna — powstajdzielenia
faz micdzymetalicznych o diej dyspersji. W przestrzeniach wspotistnienia faz
maozna zdefiniowd linie tagczace fazy cechuce sk jednakovg wartcscig poten-
cjatu termodynamicznego — konody¢&inie sktadnikéw jest okéne za po-
mog sredniej wartdci stzenia w poszczegoélnych fazach gr#onych konosl
Gdy dyfuzja atoméw sktadnikow przebiega watvn obszaru wspotistnienia faz,
to maze by¢ wytworzonasciezka hazywana ,zyg-zag” — niegjta sciezka dyfuzji
z charakterystycznym skokiem wzdhgonody (rys. 46.).

Rys. 46. Schemat jednej z plivych sciezek
»ZYg-zag” w stopie tréjsktadnikowym-B-C
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Do charakteryzacijiciezki dyfuzji w wielosktadnikowych stopach wielofa-
zowych wprowadza sidodatkowe 16 twierdze

Twierdzenie 13.

Twierdzenia od 1. do 4. oraz 8. 9. charakteryzujace Sciezke dyfuzji w stopach jedno-
fazowych o nieograniczonej rozpuszczalno$ci mozna stosowaé réwniez do stopéw
o0 ograniczonej rozpuszczalnosci — wielofazowych i cechujacych sie réwnolegtym po-
tozeniem granicy faz do ptaszczyzny poczatkowego kontaktu pary dyfuzyjnej (ptasz-
czyzny Matano).

Aby zminimalizow& wartaici biedu rozwhzania analitycznego uogolnio-
nego prawa Ficka, twierdzenie 13.ima zastosowado stopow charakteryzyj
cych sé rownolegtym potaeniem granicy faz do ptaszczyzny pgikowego kon-
taktu pary dyfuzyjnej. Dyfuzja w tych stopach zachodzi tylko w kierumkstp-
padtym do granicy faz. N&iezce dyfuzji mana wéwczas wyodbni¢ segmenty
zdefiniowane w poszczegolnych fazach. Wytdienie tych segmentéw zapro-
ponowano w twierdzeniu 14.

Twierdzenie 14.

Sciezka dyfuzji wyznaczona w stopie wielofazowym o ograniczonej mieszalnosci
sktadnikéw cechujaca sie rownolegtym potozeniem granic faz do ptaszczyzny poczat-
kowego kontaktu pary dyfuzyjnej (ptaszczyzny Matano) moze byé podzielona na serie
odcinkéw. Wyodrebnione na Sciezce dyfuzji segmenty — czastkowe Sciezki dyfuzji -
stanowig potaczenie dwoch sgsiednich granic fazy. Spetniajg one warunki lokalnej
réwnowagi termodynamicznej. Catkowita Sciezka dyfuzji jest wowczas potaczeniem
tych czastkowych Sciezek dyfuzji (rys. 47.).

Al at.%

Rys. 47.Sciezka dyfu-
zji w uktadzie Ti-NiAl,

- / temperatura procest=
Tats 0P 20 aoM?a T e 0MTe w100 N aw = 900°C, czas= 100 h
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Twierdzenie 15.

Sciezke dyfuzji przechodzaca przez obszar dwéch faz wzdtuz konody cechuje sie réw-
nolegtym potozeniem granic faz do ptaszczyzny poczatkowego kontaktu pary dyfuzyj-
nej (ptaszczyzny Matano). Ponadto potencjat termodynamiczny sktadnikéw na kono-
dzie przyjmuje jednakowe wartosci (rys. 48.).

Rys. 48. Schemdtiezki dyfuzji przechodzcej
wzdhuz konody

Twierdzenie 16.

Sciezka dyfuzji wyznaczona pomiedzy obszarem wspétistnienia dwoch faz z taczaca
ten obszar fazg moze charakteryzowat sie wystapieniem izolowanego wydzielenia
fazy miedzymetalicznej (rys. 49.).

Rys. 49. Schemat mtiwej sciezki dyfuzji po-
miedzy faz y i obszarem wspotistnienia faz

y+B
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Twierdzenie 17.

Sciezka dyfuzji wyznaczona pomiedzy obszarem wspétistnienia dwoch faz z taczaca
ten obszar fazg miedzymetaliczng, przecinajgca w poczatkowym swoim stadium
konody pod pewnym katem cechuje sie wystgpieniem kolumnowych wydzielen fazy
miedzymetalicznej (rys. 50.).

Rys. 50. Schemaiciezki dyfuzji pomiedzy
fazag y i obszarem wspotistnienia fag+ g,
sciezka dyfuzji przecina w poatkowym
swoim stadium konody pod pewnyrnt&m

Twierdzenie 18.

Sciezka dyfuzji wyznaczona w obszarze wspétistnienia faz nie moze zmieni¢ kierunku
przecinania sasiednich konod.

Z twierdzenia 18. wynikaze wektor stzenia sktadnika nie me zmiené
swojego kierunku (rys. 51.).

Rys. 51. Schemaiiezki dyfuzji w obszarze
wspotistnienia fazy + 8 z zaznaczonym po-
czatkowym wektorem stenia sktadnika

(o)
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Twierdzenie 19.

Sciezka dyfuzji przechodzaca przez obszar braku wzajemnej rozpuszczalnosci sktad-
nikéw w stopach tréjsktadnikowych stanowi potaczenie dwéch bokéw tego obszaru
(w ksztatcie tréjkata) wzdtuz linii charakteryzujacej réwnowage termodynamiczng
(rys. 52.). Sciezka dyfuzji zgodnie z twierdzeniem 18. nie moze przejé¢ dwukrotnie
przez obszar braku wzajemnej rozpuszczalnosci sktadnikéw.

v+P
(]
(5]
e Ty
Rys. 52. Schemdtiezki dyfuzji przechodzcej y
przez obszar braku wzajemnej rozpuszczaln
sci sktadnikéw w stopach tréjsktadnikowych c1

Twierdzenie 20.

Na Sciezce dyfuzji mozna wyodrebni¢ segmenty odpowiadajgce tworzacym sie fazom
w procesie dyfuzji reakcyjnej. Segmenty te sg definiowane odcinkiem pomiedzy punk-
tami nieciggtosci scharakteryzowanymi na wykresie zmiany masy w funkcji potozenia
(rys. 53.).

T=1173K, t=100h
AlTi, ALNITE| AINLTE| AINI

1004
g0 PO,

80 +
70

Rys. 53. Rozklad warfei

stezenia sktadnikow Ti, Ni
i Al w uktadzie Ti-NiAl, tem-
peratura procesti = 900°C,
czast = 100 h Odleglos¢

Stezenie skladnika, % at.
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Twierdzenie 21.

Stopy tréjsktadnikowe sg roztworami jedno-, dwu- lub tréjfazowymi. Jednak wynikiem
dyfuzji tréjsktadnikowego uktadu (np. para dyfuzyjna pomiedzy czystym Ti a stopem
NiAl) moga by¢ tylko roztwory jednofazowe oraz obszary wspétistnienia dwéch faz.

Twierdzenie jest konsekwendeguly faz Gibbsa — zateosci obowizuija-
cej dla kadego uktadu &dgcego w réwnowadze termodynamicznejcky liczke
faz w uktadzie, liczb sktadnikow niezatenych oraz liczb stopni swobody [71]:

s=a-[+2 (277)

gdzie: s — liczba stopni swobodyg — liczba niezalenych sktadnikow, —
liczba faz ukiadu.

W przypadku stopu tréjsktadnikowego przy statysni@niu i temperaturze,
gdy madiwa jest zmiana tylko jego sktadu, reguta faz Gibbsa (réwené277))
przyjmuje posté&

1=3-48+0 = fB=: (278)

Z zaleznosci (278) wynikaze w stopie trojsktadnikowym przy zadeniu procesu
izobarycznego jest mibwe wytworzenie tylko roztworu jednofazowego oraz ob-
szaru wspotistnienia dwéch faz.

Twierdzenie 22.

Granice miedzyfazowe charakteryzujgce sie rozng strukturg mozna sklasyfikowac (po-
numerowac) ze wzgledu na liczhe faz potgczonych Sciezka dyfuzji. W stopach tréj-
sktadnikowych wyrdznia sie granice miedzyfazowe o typie 0, 1., 2. 3.

Poszczegolne rodzaje granicenmyfazowych scharakteryzowano w twier-
dzeniach 23-25. Rodzaje granic zostaty sklasyfikowane na padstextby prze-
granicy faz. Granica typu 1. przecina graniaz jeden raz, npgciezka dyfuzji
przebiega od roztworu jednofazowego do obszaru wspotistnienia dwéch faz

Twierdzenie 23.

Granice typu O wystepuja wewnatrz jednej fazy lub obszarze wspétistnienia faz. Ce-
chuje je Sciezka dyfuzji ,,zyg-zag” wystepujgca na Sciezce sktadu przedstawionej na
wykresie rownowagi fazowej.

Granica typu 0 jest zdefiniowana dla pary dyfuzyjnej utworzaaejtopow
o sktadzie chemicznym znajdajych s¢é wewmngtrz tego samego obszaru wspot-
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istnienia faz. Charakteryzujegsgwattowry zmiarg wartcgsci utamka obgtosci
fazy spowodowanniecihgtoscig skezenia sktadnika w funkcji pof@nia. Zmiana
stezenia nasciezce dyfuzji jest zobrazowana za porgoksztattu ,zyg—zag”.
Sciezka dyfuzji w ksztalcie ,zyg—zag” jednoznacznie ckaepotazenie ptaszczy-
zny Matano — ptaszczyzny pagkowego kontaktu pary dyfuzyjnej (rys. 54.).

Sy

' : _plaszczyzna

s
.

\ " Matario

Ca

Rys. 54. Schemat granicy typu O Cy

Ustalone znane patenie ptaszczyzny Matano umiivia okreslenie ped-
kosci i kierunku przemieszczanigegiranicy meédzyfazowej podczas procesu dy-
fuzji reakcyjnej. Ksztatéciezki dyfuzji ,zyg—zag” jest wynikiem analitycznego
rozwigzania procesu dyfuzji w obszarze wspdtistnienia dwoch faz Y2¥nali-
zie procesu dyfuzji w takim przypadku najeéwniez uwzgkdni¢ potazenie gra-
nic migdzyfazowych oraz konod pogaizy gsiednimi obszarami faz gdzyme-
talicznych. Podstawogvréznice matematycznego rozg#ania procesu dyfuzji
w jednej fazie oraz obszarze wspotistnienia faz jest listtyani swobody zdefi-
niowana regu faz Gibbsa. W przestrzeni wspotistnienia faz jest o jetimpied
swobody mniejSciezka dyfuzji sktada giwiec z dwdch prostych odcinkéw, a jej
ksztatt nie przypomina litery S — jedna z waciovtasnych diagonalnej macierzy
wspotczynnika dyfuzji jest zerem. Rozwanie analityczne procesu dyfuzji
z zerowy wartcscia wiasry determinuje skokowzmiarg wartcci stzenia sktad-
nikow w potazeniu ptaszczyzny Matano. W przypadku gdy w&rtwspotczyn-
nika dyfuzji nie jest stata, stwierdzono wygienie artefaktu — ,rogu” na jednym
z koncow sciezki dyfuzji (rys. 55.).

Prawo zachowania masy jest podstaamalizy matematycznej dotyee]
przyczyny powstawania ,rogu” ri@iezce dyfuzji. Mazna wykaza, ze w polae-
niu ptaszczyzny Matanérednia warté¢ skzenia zmierza do nieskozongci.
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Efekt ten stwierdzono réwniav badaniach daviadczalnych w stopach tréjsktad-
nikowych [72].

Rys. 55. Schemdtiezki dyfuzji z wystpie-
niem ,rogu” na jednym z jej kacow

Twierdzenie 24.

Sciezka dyfuzji typu ,,zyg-zag” jednoznacznie okreéla potozenie ptaszczyzny Matano.
Jednoczes$nie umozliwia ustalenie predkosci i kierunku przemieszczania sie granic
miedzyfazowych.

Twierdzenie 25.

Sciezke dyfuzji wyznaczonej w procesie dyfuzji reakcyjnej z uwzglednieniem zmien-
nych wartos$ci wsp6tczynnika dyfuzji charakteryzuje wystepowanie artefaktu - ,,rogu”
na jednym z jej koficow. Przy matej zmiennoSci wartoSci wspotczynnika dyfuzji arte-
fakt ten jest trudny do identyfikacji.

Twierdzenie 26.

Granice typu 1. wystepuja pomiedzy fazg a obszarem wspétistnienia dwéch faz. Cha-
rakteryzuja sie skokiem wartosci stezenia sktadnika. Jest jednak wyjatek: skok nie wy-
stepuje, gdy zwieksza sie objetoé¢ wzgledna obszaru wspétistnienia dwéch faz (rys.
56.157.).
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Rys. 56. Schemat granicy typu 1. — wzrost ol

jetosci wzglednej obszaru jednofazowego

Rys. 57. Schemat granicy typu 1. —gkgiza s
objetos¢ obszaru wspotistnienia dwéch faz

Twierdzenie 27.

Granice typu 2. wystepujg pomiedzy dwoma fazami miedzymetalicznymi bez utworze-
nia obszaru wspétistnienia tych faz — Sciezka dyfuzji przebiega przez konode. Granica
typu 2. powstanie réwniez w procesie dyfuzji pomiedzy dwoma obszarami wspétist-
nienia faz — wystapi skok przez obszar braku wzajemnej rozpuszczalnosci sktadnikéw

(rys. 58.159.).
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Rys. 58. Schemat granicy typu 2. — skok przez
konoc:

Rys. 59. Schemat granicy typu 2. — skok przez
obszar braku wzajemnej rozpuszczatio
C sktadnikow

Twierdzenie 28.

Granice typu 3. powstajg przez potaczenie Sciezki dyfuzji w obszarze wspétistnienia
dwach faz z ,,rogiem” obszaru cechujgcego sie brakiem wzajemnej rozpuszczalnosci
sktadnikéw na wykresie réwnowagi fazowej (rys. 60.).

Przedstawione 28 twierdzetanowi podstagcharakteryzacjsciezki dyfu-
zZji zaréwno w procesie dyfuzji wzajemnej — jednofazowej, ja@akcyjnej — wie-
lofazowej.Zadne jednak twierdzenie nie wskazuje, przez ktére obszaprdaz
chodzi sciezka dyfuzji. Rownie nie podaje sposobu jednoznacznego ich wy-
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Rys. 60. Schemat granicy typu 3.

Cq

znaczenia, tj. ustalenia, w jakim pgémiu przetnie granicmigcdzyfazows. Ko-

nieczne s wigc dodatkowe twierdzen
stopach wielofazowych (rozdziat 5.).

ia opigag sciezke dyfuzji w ztazonych






4. Produkcja entropii
w wyznaczaniu sciezki dyfuzji

4.1. Wprowadzenie

Termodynamika charakteryzuje zjawiska fizyczne yysfpice w stopach metali
w skali makroskopowej z uwzglnieniem zmiany: okjosci, cisnienia, tempera-
tury i skzenia ich skltadnikow. Ustala rowristopier zaleznosci pomiedzy tymi
zmiennymi podczas zmiany warunkow realizacji procesu. Do podstawaaych
gadnied termodynamiki nalgy okreslenie stanu réwnowagi termodynamicznej
w rozwaanych uktadach. Stan rownowagi jest niezayezarowno od czasu, jak
i innych zmiennych termodynamicznych. Stan rownowagi uktadu chayalger
jego energia wewgtrzna, obgtos¢ oraz utamki olgtosci jego sktadnikow.

Podstaw rozwazan teoretycznych w termodynamice dwa fundamentalne
prawa: zachowania energii — pierwsze prawo termodynamiki oraaktaeyzu-
jace entropi — drugie prawo termodynamiki. W matematycznym opisie zjawisk
fizycznych wysgpujacych w ukladzie konieczne jest ¢gi uwzgkdnienie tych
dwéch praw. W rozdziale scharakteryzowano drugie prawo termodynpoaik
czas wyznaczania jednoznaczieiezki dyfuzji w trakcie wygrzewania wielo-
sktadnikowych stopéw metali w wysokiej temperaturze. Stan rowgiowdadu
mozna przedstawiwowczas za pomadunkcji entropii:

S=q UV g) (279)

gdzie: S — entropiaU — energia wewgtrzna,V — obgtos¢, ¢, — stzenie sktad-
nika.

Funkcja entropii jest jednz najwaniejszych w charakteryzacji termodyna-
micznej proceséw nieodwracalnych. Maksimum tej funkcji éleretan réwno-
wagi. Mazna wiec sformutowa twierdzenie maksymalizacji entropidla dowol-
nego ukfadu opisanego parametrami ekstensywnymi istnieje funkeja ewio-
pig S zdefiniowana dla stanu rownowagi. Przyjmuje waitmaksymalne dla pa-
rametrow ekstensywnych charakteryzych uktad niezmienniczy w czasie.
Twierdzenie o maksymalizacji entropii uktadu jest rownavea twierdzeniu
0 minimalizacji jego energii wevgtrznej.
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Przyjeto, ze entropiaS jest termodynamicznfunkcijg stanu, ktérej rénice
mozna zdefiniowa suny entropii dostarczonej z zewinz oraz entropii wypro-
dukowanej wewstrz podczas procesu dyfuzji [27, 60, 73]:

dS=dS+d$S (280)

gdzie: dS, — entropia dostarczona z zestnz do uktadu,dS — entropia wypro-
dukowana wewstrz uktadu.

Entropia wyprodukowana wewtrz uktadu d§ w procesie odwracalnym

zgodnie z drugim prawem termodynamiki jest rowna zeru. W przypdciaak-
teryzowania procesu nieodwracalnego jest ona dodatnia, czyli:

ds =0 (281)

Drugi czton rownania (280) charakteryzeggo entrogi (dS,) moze by

zarowno dodatni, jak i ujemny w zahesci od stanu uktadu, np. w ukladzie,
w ktorym nie ma wymiany masy i ciepta z otoczenietg, = 0.

Termodynamiczne réwnanie stanu pomimazlineo sci wyznaczenia ekstre-
mum nie okréla jednak sposobu prZeja ewolucji uktadu do stanu réwnowagi.
Jak dogd nie rozwizano zagadniedotyczcychsciezki dyfuzji. Wymaga to zde-
finiowania dodatkowego kryterium. Jednogizie naley rozwary¢:

» ustalenia, wzgldem ktérego prawa uktad uzyskuje stan rownowagi —
okreslony jest stan poatkowy i koncowy, brak natomiast wiedzy o dro-
dze uktadu do stanu réwnowagi,

» ktora z drog prowadzych do stanu réwnowagkbzie przygta, jezeli
istnieje wecej niz jedna droga.

W zagadnieniu procesu dyfuzji reakcyjnej oznacza to wyznaczeieii

dyfuzji — obszaréw fazowych uktadu réwnowagi, przez ktGuzie przebiega
a take ustalenie, w ktorym miejscu granicygaizy obszarami faz nagti prze-
ciccie jej zesciezka dyfuzji oraz okrélenie maliwosci tworzenia si obszaru
wspotistnienia faz.

Termodynamika procesow nieodwracalnych zaktadadofcie uktadu do
stanu rownowagi jest sktadgvokalnych stanéw rownowagowych. Oznacza to,
ze kazdy stan, w jakim znajduje giuktad, mana przybliy¢ lokalnym stanem
rownowagi. Entropia w stanie lokalnej rownowagi w danym czagieié przyj-
mowa maksymalne wartei. W przypadku procesu prowadzonego w warunkach
statego dnienia i temperatury energia weyirzna ukfadu bdzie przyjmowa
wartasci minimalne. Inne twierdzenie o ekstremach wéanittermodynamicznych
zaproponowat Gyarmati (1970) [74]. Badat oamiée wartasci pomigdzy funkcp
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produkcji entropiio = Z J. X; ifunkcja definiujaca lokalne wartéci sity dziata-

jacej na uk’fadézz L, X; X,. Zaproponowat rozwizanie, zgodnie z ktérym

maksimum ranicy wartdgci tych funkcji okréla drog; prowadzca do stanu row-
nowagi procesu. Podobne twierdzenie przedstawit Ziegler (1963)cB3ddyono
maksymalizacji pgdkosci produkcji entropii [75].

Zagadnienie jednoznacznego wyznaczeéoierki dyfuzji — charakterystyka
obszardéw faz, przez ktére przebiega w tréjsktadnikowych uktadaghowagi
fazowej, jak daid jest nierozwgzane. Rozwzania wskazuj na konieczng
wprowadzenia dodatkowej termodynamicznej zabéci. Ustalono,ze dodat-
kowa zmienny jest lokalna maksymalizacja produkcji entropii. W dalszyat r
dziatach przedstawiono autorski model jednoznacznie charakigyZeiezki
dyfuzji w stopach wielofazowych. Opracowana metoda ma zastosoradwno
dla stopéw o znanej watiti energii Gibbsa, jak i dla tej przybtinej z uwzgtd-
nieniem s¢zenia ich sktadnikow. Maksymalizacja produkcji entropii odpowiada
wigc wyznaczeniu kierunku wektora sktadu oraz lokalnej maksynagiligau-
mienia dyfuzji w stopie.

4.2. Produkcja entropii - opis matematyczny

Prawo zachowania entropii dla procesow nieodwracalnycimanprzedstawiza
pomog funkcji ekstensywnych: masy i energii. Procesy nieodwracalnaktiear
ryzuja zmiany zachodge samorzutnie w kierunku zmniejszenia tmadwywo-
tlujacego proces, procesy nieodwracalne — z Sdne (skaiczors) szybkdcia.
Towarzyszy im rozproszenie energii, stdowo okre&lone wzrostem entropii.
Prawo entropii (réwnanie (280)) w charakterze prawa zachowaziglgdmiajgce
strumienie entropii przyjmuje posta

s=[pdV
\%

d.S=-[ JdQ =~ dividv (282)
Q \%

dS=[odv
\%
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gdzie: p — gpstas¢, s — entropia wzgidna na jednostkmasy, J, — catkowity
strumier entropii, o — produkcja entropii.

Po uwzgtdnieniu rownania (282) w (280) entrepinozna okréli¢ za po-
moQ jej strumienia:

[ (% +divd, - aj dv=0 (283)

\%

Opuszczac znak catkowania, otrzymujecszaleznosé:

0ps .
— =—divl.+0
ot s (284)

g=0

Rownanie (284) jest lokadrpostaci drugiego prawa termodynamiki.
Okreslenie entropii uktadu wymaga ustalenia catkowitego strumienteo-

pii J, oraz jejzrodta zewrtrznegoo. Przygto, ze entropiss na jednost& masy
jest funkcy zdefiniowanm za pomog znanych parametréw uktadu: energii we-
wnetrzneju, objtosci v i ulamkow masye, :

s=9uv, ¢) (285)

Razniczkowanie funkcji entropii prowadzi do réwnania ckagcego war-
tos¢ energii wewgtrznej jako funkcji parametréw ekstensywnych:

n
Tds=du+ pdv-> 4 dg (286)
k=1

gdzie: p — cBnienie, 1, — potencjat chemiczny sktadnika.

Przyjeto, ze r@niczke zupetry w rownaniu (286) mma przedstawiw po-

staci r@niczki Lagrange'a wzgtlem pedkosci dryftu (% =%(+vgradx] ;

\

Ds
Dt

_Du

=— 287
o (287)

DY
Dt

\

n
D
_Z,UkFC;k
v k=1 v

Uwzgledniajgc w réwnaniu (287) prawa zachowania masydwi energii,
otrzymuje sg:
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1) prawo zachowania masy

00, .

— =—divJ 288a
P K (288a)

2) prawo zachowaniaegdu

2
%6(;_,’;/ = —div(—;pvzv+ p\/} + P.gradw Zpk RV (288b)
k

3) prawo zachowania energii

%% = —div(puv+ Jq) - Pigradv+ ) ] K (288c)
k

gdzie: p, i J, —odpowiednio gstai¢ i strumier dyfuzji sktadnikek, o — gestasé

n

catkowita, p = Zpk , V — prdkos¢ dryftu, P — tensor napeen, F, — sity ze-
k=1

wnetrzne dziatagce na uktad.

Zaleznos¢ (287) przyjmuje posta
Ds| _ divJq 1

1& 1& .
-—MN:gradv+=>» J F +—= divd 289
Dt T T g Tkz:l K Pk T;ﬂk K (289)

gdzie 1 — asymetryczny tensor ngpen P zdefiniowany przeksztatceniem
P=pl+MN (290)

natomiastl — macierz jednostkowa.

Po pogrupowaniu poszczegdllnych wagia w réwnaniu (289) entropi
mozna wyrazt¢ zaleznoscia:

div(Jq —Zuka]
k=1

T (291)

,Ds
Dt|,

1 13 1
-——JagradT—-=>» J| T radJ—"— E |-—=MN :grads
.I_2 qg Té_ k( g T kJ T g
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Poréwnanie réwna(284) i (291) jest podstaywdo wyznaczenia strumienia
i zrodfa entropii [76, 77]:

T ( Z/Jk ] (292)

1 n 1
o=——=JgradT—-——=> J| T raJJ—"— E |-—MN :grad
T2 q9Y TkZ:; k( g T kj T g

Zatozono,ze proces dyfuzji zachodzi w statej temperaturze seaza ukiad
nie dziataj dodatkowe sity zewgirzne. Réwnanie na produkocgntropii mana
wigc upraci¢ do postaci iloczynu strumienia i sity dziajegj na sktadnik uktadu:

= ——ZJk grad, (293)

Podstawienie do rownania (293) relacji na struindigfuzji umazliwia wery-
fikacje drugiego prawa termodynamiki:

n

=——> pD( grad,)’ = (294)

2
kB k=1

——Z( pkggraduk] grags,

Analiza réwnania (294) wskazujee produkcja entropii jest zawsze dodat-
nia. W przypadku stanu stacjonarnego produkcja entropii zmierza ae- zga-
dient potencjatu chemicznego jest bliski zeru.

Uwzglednienie teorii Onsagera w procesach nieodwracalnych strumienie de
finiuje sie za pomog iloczynu wspétczynnika fenomenologicznego i sity dziata-
jacej na sktadnik:

=3 L %, (295)

k=1

Rownanie (295) wskazujee strumié sktadnika jest okigony funkcp li-
niowa. Analiza produkcji entropii (rownania (294) i (295)) uttivia zapiszrodet
entropii w postaci liniowego rownania Onsagera:

o= X, (296)

k=1
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Rownanie (296) jest okine réwnaniem fenomenologicznym produkcji
entropii. Przez uwzgtinienie w nim réwnania na strumi€295) uzyskuje gipo-
stat kwadratovg:

g= anzn: Li Xi Xy (297)

Produkcja entropii w takiej postaci spetnia dodatkowy warunelegjem-
nosci wspotczynnika fenomenologicznego. Przyjaulze macierz wspoétczynni-
kow fenomenologicznych jest symetryczna, a wspotczynniki na diagmnddi-
datnie, spetniony jest warunek:

b 25 (v L) (298)

Poniewa wartas¢ funkcji okreslajacej produka entropii w procesie dyfuzji
jest zawsze dodatnia oraz przyjmuje wegeianaksymalne, za pomatej funkcji
mozna wyznaczy jednoznaczpsciezke dyfuzji w uktadach wielofazowych.

4.3. Dyskretyzacja w stopach jedno- i wielofazowych

Analiza réwnania okrdajagcego warté¢ produkcji entropii (rownanie (293)) nie
pozwala bezpgednio zastosowago do wyznaczeniéciezki dyfuzji. Gradient
potencjatu chemicznego charakteryngigo strumig dyfuzji nalezy wigc zasg-
pi¢ inng réznica parametrow, np. Edica siezenia sktadnikowsSciezka dyfuzji nie
zaleey bowiem od poteenia w przestrzeni, ale od watd stezenia sktadnikow
uktadu.

Opracowano dwie tine interpretacje rownania (293). Pierwsza #dimo
oszacowanie produkcji entropii w idealnych pod wdgim termodynamicznym
stopach jednofazowych — aktywdéadermodynamiczna zostanie przyioina s¢-
zeniem sktadnikéw, druga natomiast oteaie wartdci produkcji entropii w sto-
pach wielofazowych z uwzginieniem wartéci funkcji Gibbsa.

Rownanie raniczkowe wyznaczage wartd¢ produkcji entropii przy zato-
zeniu statej temperatury isiienia mana scharakteryzowazaleznoscis:

1 n
=-2=2 J. grady (299)
Tia

gdzie: J, — strumié dyfuzji, 4, — potencjat chemiczny.

Rownanie na strumiedyfuzji sktadnika przyjmuje postd78, 79]:
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Ji =Gy =¢BF (300)

gdzie B — ruchliwas¢ dyfundupcych atomowi-tego skitadnikay, — prdkosé
przemieszczaniagatomu wywotana dziataga sita F, okreslona zaleznoscia:

R =-gra (301)

gdzie 4 — potencjat chemicznytego sktadnika.

Wartas¢ potencjatu chemicznego w przypadku roztworu statego 2aysa
réwnaniem:

U= +kTina (302)

gdzie: ,ui0 — potencjat chemicznittego sktadnika w warunkach standardowych
(1 =const), a — aktywng¢ termodynamicznatego tego sktadnika.

Rownanie (302) okitajace wartd¢ potencjatu chemicznego mua réwnie
przedstawd za pomog wspoétczynnika aktywn@i y; (v, =a /g):

4=+ Tin(yg) (303)

Po uwzgédnieniu rownania (303) na strumidyfuzji sktadnika w rownaniu
(300) otrzymuje si

J, =—GBlg Tgradlna (304)
gdzie k; — stata Boltzmanna.

Produkcja entropii w idealnych stopach jednofazowych

Przyjcto, ze tworzcy sk roztwor staty w procesie dyfuzji jest doskonatpod-
czas jego powstawania w warunkach izotermicznych i izobarybzmgczacho-
dzi zmiana olgtosci. Dlatego warté¢ potencjatu chemicznego w tym przypadku
mozna wyraz¢ wprost za pomecstzenia sktadnika:

U= +kTing (305)

Uwzgledniajac zalenos¢ (305) w réwnaniu na strumiesktadnika dla roz-
tworu doskonatego, otrzymujegsi
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J. =GBk Tgradin¢ (306)

Mozna zatem zdefiniowaczstkowy wspotczynnik dyfuzjiD' sktadnika
i wyrazi¢ jego warté¢ zaleznoscia:

D/ =Bk T (307)

Po podstawieniu réwma(307) i (306) do réwnania na produkantropii
(299) uzyskano zah@os¢:

n |
o= kBZ& (gradc, )’ (308)
k=1 G

Przyjeto, ze w przestrzeni dyskretnej gradient wécicskzenia sktadnika
mozna przybliy¢ réznica masy w zadanych obszarach:

G (%0 1) -6 (1. § _Aq,
X~ X AX

gradc, = (309)

gdzie X — potazenie punktu w obszarze wyznaczania gradientu furdgﬁji(, t).

Uwzgledniajgc w réwnaniu (308) zaimos¢ (309), otrzymuje i zdyskrety-
zowany posta@ okreslajacg wartas¢ produkcji entropii:

F=0(x)* = kgi% (Ag)? (310)

k=1

Ustalenie wart&ci rownania (310) w granicy waido pocatkowego stze-
nia skladnikow wyznacza kierunek i zwrot wektora sktaduynwseslajacego
sciezke dyfuzji.

Produkcja entropii w stopach wielofazowych

Zaleznos¢ okreslajaca wartd¢ produkcji entropii dla stopéw, w ktérych twarz
si¢ fazy parednie w procesie dyfuzji, przybiera bardziejzoiog postd [62].
Przyjeto, ze fazy me¢dzymetaliczne charakteryzuje mate @gstwo od skiadu
stechiometrycznego, co udglivia w réwnaniu na produkejentropii uwzgéd-

nienie wartdci potencjatu chemicznego. W ogéinym przypadku wirpmoduk-
cji entropii po podstawieniu rownania na struméyfuzji (300) i (301) do row-
nania (299) mgna wyznaczy z zalenosci:
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1 n
g :?ch B.grady, grag, (311)
k=1

Gradient potencjatu chemicznegoina przeksztatéido postaci rownowa
nej przez wyznaczenie wastorézniczki tego potencjatu wzellem sgzenia
sktadnika:

grady, = Zg’u “ gract; (312)

=1 ¥¥j

W rozwazaniach przyjto zatzenie formalne: w symulacji numerycznej pro-
cesu dyfuzji reakcyjnej sitnapdzapca transport masy jest wakioréznicy po-
tencjatu chemicznego i jego wastd rownowagowej. W praktyce trudno jednak
wyznaczy wartas¢ tej r@nicy potencjatow. Przyjmuje giwigc aproksymae
uwzgkdniajaca state] w fazie wartei energii Gibbsa w funkcji gtenia sktad-
nika w gisiednich fazach uktadu. Dla stopéw wielosktadnikowych przyzeaiioi
statej temperatury i stategosnienia procesu dyfuzji mima zatem zdefiniowa
energé¢ Gibbsa [80] — termodynamiczifiunkcje stanu:

Gy} ) = NAL + Ml ot DY (313)

gdzien - liczba moli sktadnika.

Przez wprowadzenie ilorazu funkcji Gibbsa i catkowitej liczby moliktau
dzie okrdla sie wartas¢ funkcji Gibbsa na jednostkmasy:

G
g:F:CUu1+CZ,uZ+...+ (74 (314)

Raézniczkowanie réwnania (314) wzglem sgzenia umdliwia uzyskanie
zaleznaoscei:

a9 _

ac, =4

g _

ac, = (315)
g _

aCr _:ur
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Wartas¢ potencjatu chemicznego sktadnika zna wkc wyznaczy przez
okreslenie r&niczki funkcji Gibbsa. Po podstawieniu réwnania (315) dozrale
sci okreslajacej wartd¢ gradientu potencjatu chemicznego (312) otrzymuge si

n 2

0°g
gragy, = gract, (316)
“ ,Z:;ackacj J

Rownanie na wartd produkcji entropii mena réwnie przedstawd w po-
staci:

2

2
18 no9 g
=_§ E dc. 317
o TI(ﬂckB{_ 260 gra cJ] (317)

i1 J

W przypadku stopow, dla ktorych waséogradientu stzenia jest bliska
zeru — fazy midzymetaliczne o malym odgtstwie od sktadu stechiometrycz-
nego, wane jest zminimalizowanie &6w numerycznych przy wyznaczaniu
wartasci potencjatu chemicznego. Nie ima zatem stosoweabezpdrednio row-
nania (317). Wprowadzono natomiast analogiczne praiik, jakie przyto dla
stop6w jednofazowych. Produkcja entropii w fazigést wowczas zdefiniowana
rownaniem:

o =23 B (gragef? ) (318)

Gradient potencjatu chemicznego zasino r&nica jego wartdci. Zale-
nos¢ na produkgj entropii mana zapiséw postaci dyskretnej:

79 = ¥ (Axm)z =%Z 9 g (Aﬂ‘k q)z (319)
k=1

W réwnaniu (319) wyspuje rénica potencjatu chemicznego w funkcji po-
lozenia. W zalenosci od dyskretyzacji jest wyznaczana z wéci@nergii Gibbsa
dwdch lub trzechgsiaducych fazach midzymetalicznych.

Stadium pocgtkowym dyskretyzacji jest przedstawienie réwnania (319)
w postaci rownowanej za pomog iloczynu wartéci bezwzgédnej potencjatu
chemicznego skladnika:

r

o=t (o =23 ¢

k=1

o)

A (320)
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Podczas okrgenia wartdci entropii w faziev nalery uwzgkdni¢ w aprok-
symacji wartéci energii Gibbsa wgsiednich fazachv—1 oraz v+1. R&nice
potencjatu chemicznego rama wowczas przedstagvjako zmiag tego poten
cjatu w danej fazie:

o =t ()" =

A =) (321)

k=1
Przez uwzgjdnienie w rownaniu (321) zaleosci wyznaczajcej warté¢
(v)
potencjatu chemicznego w funkcji energii Gibbq%() :ag%(v) uzyskuje sj
G

rownanie produkcji entropii w postacizriczkowej:

LR Ly ARy

(322)
Podstawiajc za ré@niczki energii Gibbsa odpowiadag r&nice w formie
dyskternej w fazachgsiednich, otrzymuje si

_ _lio V|g(v+1) g(v) dv—l”dvﬂ)_ d\)_ é\)_ é\f])|
T4 i ‘ (v+2) CI(v) dv—l H éw]) _ Ié\) Ié\) _ i&v—]) ‘
(323)

Rownanie (323) charakteryzuje produkentropii w uktadzie wielofazo-
wym, gdzie gradient stenia w fazie jest zbimy do zera. Aproksymacija
uwzgkdnia dane termodynamiczne — wadieenergii Gibbsa. Ok&ona wartd¢
produkcji entropii zalgy tylko od zmiany wartéci energii w funkcji stzenia
sktadnika w fazie oraz wagoi wspotczynnika dyfuzji.

4.4. Maksymalna produkcja entropii - wyznaczenie
wektora skiadu

Analize¢ numeryczgp wyznaczania produkcji entropii i jej maksymalizadija troj-
sktadnikowego teoretycznego uktadu jednofazowego prowadzono zeohwvizgl
niem réwnania (310). Okéwno wektor sktadu oraz jego kierunek i zwrot w pro-
cesie dyfuzji. Analiza tego procesu dyfuzji stanowita podstawyocoprania al-
gorytmu umaliwiajacego oszacowanie kierunku wektora dlagcegosciezke
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dyfuzji. Kontrok dziatania algorytmu wykonano dla uktadu trojsktadnikowego
charakteryzujcego s wtasciwosciami kinetycznymi (tab. 2., rys. 61.).

Tabela 2. Wiciwosci kinetyczne dla hipotetycznego uktadu tréjskt&amvego

Skfadnik Pocatkowe stezenie, % at. Wspotczynnik dyfuzji
A 5 40 1.010%°
B 10 50 1.000™
c 85 10 5.0010%2
100
90 —— Sktadnik A
80 —— Sktadnik B
Sktadnik C
4 70 4
@
X 604
2 5]
(O]
Y 40
%)
30 -
20 4
10 -
O ] T Y T i T . T v T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Odlegtosé, cm

Rys. 61. Rozkiad poatkowy stzenia sktadnika w funkcji odle-
gtosci

Algorytm okreslenia wektora sktadu w uktadzie tréjsktadnikowym

1. Wyznaczenie linii X-Y gczacej brzegowe wartmi stzenia skladnika
(rys. 62.).

2.  Wykrelenie obszaru, w jakim nie zachodzi dyfuzja — prostost o dwoch
wierzchotkachX i Y. W przypadku dyfuzji wsgpujacej dyfuzja zachodzi
wbrew gradientowi gtenia,sciezka dyfuzji mae wyjs¢ poza zdefiniowany
obszar (rys. 63.).

3.  Woyznaczanie okgow (dtuga¢ wypadkowego wektora skiadu jest ta sama,
rowna promieniowi olkggu) wewnitrz zdefiniowanego obszarusmdku od-
powiednio w punkcieXi Y (rys. 64.).
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;:Z: m  Poczgtkowe wartosci stezen
0.8 -
0.7
0.6 1
0.5+ m
0.4

Sktadnik B

0.3
0.2
0.14

00 T T T T T T T T T 1
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Skiadnik A

Rys. 62. Brzegowe waroi stzenia sktadnika, Y w trojsktad-
nikowym uktadzieA-B-C

0.8 |

Sktadnik B

i y ) i i :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Sktadnik A

Rys. 63. Obszar w ktérym me zachod4i dyfuzja w uktadzie
A-B-Co brzegowych wartziach s¢zenia sktadnika i Y

4. Wyznaczanie warfoi produkcji entropii w punktach na aiyach csrodkach
w punktachXi Y (rys. 65.).
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1.0

0.8+

Skfadnik B

y . i ; i : ;
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Skiadnik A

Rys. 64. Okggi wyznaczone w zdefiniowanym obszarze poszuki-
wan

Wartosc produkgji entropii

2. 0x10°" 4 \ —e—wzgledem X
—m—wzgledem Y

.__—.
1.5x10™" - /
]

1.0x10™"" ®

5.0x10™ 4 /o \.

0.0

Wartosc produkcji entropii * kE

Numer konody

Rys. 65. Wyznaczone wak produkcji entropii w punktach na
okregach osrodkach w punktack i Y

Wartasci produkcji entropii wyznaczone na podstawie rownania (310)
w punktach okrdonych na okggach osrodkach odpowiednio w punktach
XiY przedstawiono w tab. 3. i 4.

Tabela 3. Produkcja entropii wegem punktuX dla punktéw potéonych na okggu o srodku
w punkcieX i promieniu 0,1
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Stezenie skfadnika Numer Produkcja
A B c konody entropii * kg
0.25 0.1 0.65 1 1.64103E-12
0.240211 0.161803 0.597985 2 5.19414E-12
0.211803 0.217557 0.57064 3 9.93155E-12
0.167557 0.261803 0.57064 4 1.36797E-11
0.111803 0.290211 0.597985 5 1.5829E-11
0.05 0.3 0.65 6 1.63077E-11

Tabela 4. Produkcja entropii wegem punktuY dla punktow pot@onych na okggu o srodku
w punkcieY i promieniu 0,1

Stezenie sktadnika Numer Produkcja

A B c konody entropii * kg

0.2 0.5 0.3 1 2.06667E-11
0.20979 0.4382 0.35201 2 1.8235E-11
0.2382 0.38244 0.37936 3 1.23804E-11
0.28244 0.3382 0.37936 4 6.69588E-12
0.3382 0.30979 0.35201 5 3.19926E-12

0.4 0.3 0.3 6 2E-12

Na podstawie obliczewykonanych zgodnie z opracowanym algorytmem
okreslono rozktad wartéci produkcji entropii oraz wyznaczono maksymalne
jej wartasci wzgledem numeru konody (rys. 65.). Analiza wynikéw wska-
zuje,ze maksymalna wargé produkcji entropii charakteryzuje granice zde-
finiowanego obszaru poszukiwaPodkréli¢ nalery, ze wyniki obliczér 53
zgodne z przyitymi twierdzeniami dotycxcymi okreslenia sciezki dyfuzji

w stopach tréjsktadnikowych.

Wyznaczanie wspokdnych punktu dla maksymalnej waito produkciji
entropii. W wyniku padczenia punktovXi Y, tj. brzegowych wartei stzen
uktadu, z obliczog maksymalg wartcscia produkcji entropii otrzymuje i
wektor skiadu (rys. 66.). Okilene wektory sktadu uniiwiaja wyznacze-
nie kierunku procesu dyfuzji wzajemnej, azakciezki dyfuzji w ksztatcie
litery S. Wykonano obliczenia numeryczne i wyznaczamerke dyfuzji dla
czasu procesu 100 h i danych zestawionych w tabeli 2. Przeprowaimno
liz¢ poréwnawcz otrzymanych wynikéw obrazagychsciezke dyfuzji oraz
wyznaczonych wektoréw sktadéw. Ustalore, zwrot wektora sktadu cha-
rakteryzuje wybrzuszenigiezki dyfuzji (rys. 67.).
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Rys. 67.Sciezka dyfuzji dla czasu procesu 100 h — linia przery-
wana, naniesiono wektor sktadu

W przedstawionych rozwaniachsciezka dyfuzji (rys. 68.) opicita zdefi-
niowany obszar poszukiiaco oznaczaze dyfuzja zaszta wbrew gradientowi
stezenia — jest to zjawisko dyfuzji wgiujacej (rys. 68.)
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Rys. 68. Rozkiad stenia sktadnika w funkcji odlegdoi dla czasu pro-
cesu 100 h i danych zestawionych w tabeli 1.

Przedstawiony algorytm wyznaczania wektora sktadu —skmie jego
zwrotu i kierunku, odzwierciedla zmiarstzenia sktadnika w procesie dyfuzji
w uktadzie tréjsktadnikowym. Wektor ten jest czynnikiem, ktoryesla maksy-
malny strumié sktadnika. W dalszych rozvwaniach w analizie uktadéw wielo-
fazowych uwzgldniono wektor skladu. Istotnym czynnikiem jest tu geome-
tryczne potaenie tego wektora wzgllem granicy obszaru wspatistnienia dwoch
faz (rozdziat 5.).

4.5. Stopy wielofazowe - wyznaczenie sciezki dyfuzji

Sciezki dyfuzji s3 réwniez wyznaczane w stopach wielofazowych. W dwusktad-
nikowych uktadach rownowagi fazowajiezka dyfuzji jest linia prosta przecho-
dzaca przez caly zakresesenia sktadnikéwSciezke dyfuzji okreila temperatura
wygrzewania dyfuzyjnego. Analiza matematyczwéezek dyfuzji w stopach
dwusktadnikowych — maksymalizacja produkcji entropdzie podstawdo roz-
wigzania szczegOlnie istotnego problemu dojgego sekwencji powstawania faz
miedzymetalicznych w procesie dyfuzji. Ustalenie wéet@rodukcji entropii dla
kazdej z maliwych faz uktadu rownowagi fazowej oraz upgikowanie wzgj-
dem uzyskanych warfoi stanowi kryterium okrgenia sekwenciji ich powstawa-
nia w procesie dyfuzji.

Prowadzono anakzprocesu dyfuzji w wielofazowych dwuskfadnikowych
uktadach Ni-Ti oraz Fe-Ti. Celem byto potwierdzenie pg®jjhipotezyze war-
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tos¢ produkcji entropii odpowiada sekwencji zarodkowania wyd#iéde me-
dzymetalicznych. Wyznaczono rownievartagsci wspoétczynnika dyfuzji Wa-
gnera. Przyjte pary dyfuzyjnedcznie tworz skomplikowany uktad trojsktadni-
kowy Ti-Fe-Ni, ktory jest celem analizy oraz weryfikagjzyjetego modelu wy-
znaczanidgciezki dyfuzji w uktadach trojsktadnikowych wielofazowych [62].

Para dyfuzyjna Ni-Ti

Do bada przyjeto pae dyfuzyjng stworzon z czystych pierwiastkéw Ni oraz Ti.
Prowadzono wygrzewanie dyfuzyjne w atmosferze argonu w temper &02C

i czasie 100 h. W badaniach mikrostruktury stwierdzono zarodikiewaydzielé
trzech faz midzymetalicznych zgodnie z wykresem réwnowagi fazowej Ni-Ti
(rys. 69.).
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1700 Fe-LIQUID
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Tiki
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(L]

= 1100 F
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NiTi + HCP(e )
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1 1 1 1 1 1
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Rys. 69. Wykres rownowagi fazowej uktadu dwuskt&dmiego Ni-Ti

Okreslono obgtosci wydzieleh powstatych faz midzymetalicznych. Wyka-
zano najw¢ksz ilos¢ wzgledng dla fazy NiTi w parze dyfuzyjnej Ni-Ti (szero-
kos¢ warstwy NiTi ~80um) (rys. 70.).

Ustalono, ze widoczne skoki na wykresiegsénia w funkcji potaenia
(rys. 71.) odpowiadajgranicom mgdzyfazowym zobrazowanym na obrazie mi-
krostruktury padczenia dyfuzyjnego pary Ni-Ti (rys. 71.).
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Rys. 70. Mikrostruktura patzenia dyfuzyjnego pary Ni-Ti, tempera-
turaT = 900°C, czas= 100 h
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Rys. 71. Rozkiad stenia Ni i Ti w stopie dwusktadnikowym po pro-
cesie dyfuzji, temperatufb= 900°C, czas= 100 h

Otrzymane wyniki badaeksperymentalnych byty podstawlo okrélenia
wartasci wspotczynnika dyfuzji Wagnera. Rezultaty prowadzonej analizgma
matycznej prowadgcej do oszacowania wspétczynnika dyfuzji oraz migyh
termodynamicznych warfoi energii Gibbsa [81] zebrano w tab. 5.

Przez okrélenie wartdci produkcji entropii w kadej z faz mgdzymetalicz-
nych uktadu dwusktadnikowego ustalono sekweitt) zarodkowania w procesie

dyfuzji (rys. 72.). Dla stopu Ni-Ti wyznaczono ngsijacag sekwengj zarodko-
wania krysztatow: faza TiNi> TiNiz — TizNi.
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Tabela 5. Whéciwosci termodynamiczne charakteryzog proces zarodkowania wydzieléaz
w uktadzie Ni-Ti

Faza zmienﬁ;kcriej’ramka Energia Gibbsa Produkc;'?) Wspotczynnik dyfuzji
, -1 " \Y W, ) .gl
molowego [kJ mol?Y | entropii, agnera, D) 5, [cm*sT]
. 0,04
Ti (0-0.04) -58.303 - -
- 0,01 ) 30 12
Ti2Ni (0.33-0.34) 223.030 1.610 1.22(10
- 0,07 ) 30 11
TiNi (0.47-0.54) 173.137 9.6010 2.91010
- 0,01 ) 30 12
TiNi3 (0.75-0.76) 348.145 4900 1.62[10
. 0,05
Ni 0.95.1) -58.982 - -
] TiNi
1.00E-029 - .
8.00E-030 -
:a J
£ 6.00E-0301 N
5 | T|.N|3
©
'S’ 4.00E-030 -
S ]
8 TiNi
& 2.00E-030 2
1 Ti Ni
0.00E+000 [ ] [ ]
J 2 3 4 5
Faza

Rys. 72. Warté& produkcji entropii w zatenosci od rodzaju fazy
miedzymetalicznej w dwusktadnikowym stopie Ni-Ti — wyg-
wanie dyfuzyjne, temperatufia= 900°C, czas =100 h

Para dyfuzyjna Fe-Ti

Proces wygrzewania dyfuzyjnego dwusktadnikowej pary dyfuzyjnédjiketem-
peraturze 900°C w czasie 100 h powoduje zarodkowanie i wzrosttddi
dwéch faz mgdzymetalicznych TiFe i Tikggodnie z wykresem rownowagi fa-
zowej (rys. 73.).
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Rys. 73. Wykres rownowagi fazowej dwusktadnikowegéadu Fe-Ti

Badania mikroskopowe pgizenia dyfuzyjnego Fe-Ti (rys. 74.) wykazaty,
ze warstwy zatpone z wydzielg faz TiFe i TiFe maj zblizong szerokéc.
Swiadczy to o podobnych waitiach wspotczynnika dyfuzji w fazie.

Rys. 74. Mikrostruktura petzenia dyfuzyjnego uktadu Fe-Ti po
wygrzewaniu, temperatuf= 900°C, czas= 100 h

Stwierdzono take, ze wartgci stzenia sktadnikéw ulegajzmianie zgodnie
z funkcp monotoniczpg (rys. 75.).
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48—

Stezenie, % at.

24—

——7—T T T T T T T—T 7T
000 056 113 169 225 282 338 394 451 507 563 620 6.76 7.32 7.89 8.45 901 95710.14
Odlegtosc, um

Rys. 75. Rozktad stenia Ni i Ti w stopie dwusktadnikowym po procesie
dyfuzji, temperaturd = 900°C, czas= 100 h

Otrzymane wyniki badaeksperymentalnych stanowity podstaegzacowa-
nia wartgci wspoétczynnika dyfuzji sktadnikéw oraz produkcji entropii (tab. 6.).

Tabela 6. Whciwosci termodynamiczne charakteryzog proces zarodkowania wydzieléaz
w uktadzie Fe-Ti

Faza.i| Zakreszmienndci |Energia Gibbsd Produkcja Wspbtczynnik dyfuzji
azall utamka molowego | [kJ mol? | entropii, &) |Wagnera, Diig. [cm*s?
. 0.19
Ti (0:0.19) -58.303 - -
TiFe 0.02 145438 | 9.000% 2.96010%
(0.48-0.5) ' - :
. 0,07 _ 34 14
TiFez (0.65-0.72) 101.965 2.6[10 2.48[10
0.04
Fe (0.96.1) -56.656 - -

Wartas¢ produkeji entropii w poszczegoélnych fazachedaymetalicznych
analogicznie do przypadku stopu Ti-Ni determinuje sekwezaijodkowania faz
migdzymetalicznych: TiFe— TiFe.

Analiza matematyczna prowagta do wyznaczenia sekwencji powstawania
faz w uktadach dwusktadnikowych stanowi podstaw rozwizania zagadnienia
dyfuzji w uktadach trojsktadnikowych. Podobnie wykazareoprzy znanej war-
tosci produkcji entropii w fazach nioa wyznaczy sciezke dyfuzji i sekwenaj
zarodkowania faz w tréjskladnikowych wykresach rownowagi fagpoaeprzy-
ktadzie stopu Fe-Ni-Ti.



124 Sciezka dyfuzji w tréjsktadnikowych uktadach réwnowagi fazowej

Para dyfuzyjna Fe-Ni-Ti

Prowadzondadania trojsktadnikowej pary dyfuzyjnej wytworzonej w procesie
wygrzewania tytanu i stopu NiFe ozrniej pocatkowej wartdci stezenia sktadni-
kow: NiBOFe20 i Ni48Fe52. Wygrzewanie dyfuzyjne prowadzono w temperat
rze 900°C w czasie 100 h. Stosowano ochg@imosfeg argonu. Uzyskane wy-
niki bada eksperymentalnych byty podstaweryfikaciji przygtej hipotezy do-
tyczacej wyznaczenidciezki dyfuzji w tréjsktadnikowych stopach wielofazo-
wych. Przygta hipoteza uwzgbniata maksimum warai produkcji entropii

w tworzacych sé wydzieleniach faz ngdzymetalicznych. Opiergg s na wy-
kresie réwnowagi fazowej uktadu trojsktadnikowego (rys. 76.) |larstarodzaj
faz medzymetalicznych tworgcych s¢ w procesie wygrzewania dyfuzyjnego:
NiTi, — (Fe,Ni)Ti— FeTi — NisTi.

Fe (at.%) 4
40 /7

(Fe,Ni)
Fe & 7 7 7 7
20 40 60 80

Ni (at.%)

_

Rys. 76. Wykres réwnowagi fazowej uktadu trojskikomwego Fe-Ni-
Ti, temperaturd = 900°C, na podstawie [82]

Analiza wynikow bada eksperymentalnych pozwolita ha oszacowanie ob-
jetosci wzglednych poszczegélnych faz ¢dzymetalicznych NiTi (Fe,Ni)Ti,
FeTii NisTi w procesie wygrzewania dyfuzyjnego. Réwinweyznaczono ste-
nie sktadnika Ni, Fe i Ti w funkcji odlegioi. Badania mikroskopowe pgmizenia
dyfuzyjnego Ni80Fe20-Ti wskazyjze sktadnikami fazowymi mikrostruktury
s3 wytworzone krysztaly trzech faz edizymetalicznych: NiTi NiTi i NisTi
(rys. 77.).
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Rys. 77. Mikrostruktura petzenia dyfuzyjnego Ti- Ni80Fe20, tem-
peratural = 900°C, czas=100 h

Analiza obrazu mikrostruktury pgdzenia Ni48Fe52-Ti wskazuje na west

powanie czterech sktadnikow fazowych mikrostruktury fazydaymetalicznej:
NiTiz, FeTi, FeTii NisTi (rys. 78.).

Rys. 78. Mikrostruktura paetzenia dyfuzyjnego Ti- Ni48Fe52, tem-
peratural = 900°C, czas=100 h

Jednoczénie okrélono rozktad wartéci sizenia sktadnika Ti, Ni i Fe
w funkcji odlegidgci dla pohczen dyfuzyjnych Ti - Ni80OFe20 (rys. 79.) oraz
Ti- Ni48Fe52 (rys. 80.). Stwierdzonze zmiana wartei stzenia Ti jest zgodna
z funkcip monotoniczy. Zmiana pozostatych sktadnikow, pierwiastkow Fe i Ni
byta zarbwno dodatnia, jak i uiemna w funkcji odlégto
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Rys. 79. Rozkiad stenia Ni, Fe i Ti w tréjskladnikowym
stopie NiBOFe20-Ti, temperatufa= 900°C, czas= 100 h

100 T e wy
Ti

80 | T=1173K, t = 100h
ﬁ 60
®
@
§ a0
N
@
w

20 4

ot -5 <

0 5

Odlegtos¢, um

Rys. 80. Rozkiad stenia Ni, Fe i Ti w tréjskladnikowym
stopie Ni48Fe52-Ti, temperatufa= 900°C, czas= 100 h

Po uwzgédnieniu uzyskanych warfoi stzenia sktadnikow Ni, Fe i Ti usta-
lonosciezke dyfuzji w wytworzonym pajczeniu dyfuzyjnym dla pary dyfuzyjnej
Ni80Fe20-Ti i Ni48Fe52-Ti. Ustalonag sciezka dyfuzji w zalénosci od po-
czatkowego sktadu chemicznego poghoprzechodzi sekwengcjréznych faz
migdzymetalicznych. Dla wytworzonego potenia dyfuzyjnego Ni80Fe20-Ti
okreslono sciezke dyfuzji: NiBOFe20— NizTi — NiTi — NiTi, —Ti (rys. 81.).
Sciezka dyfuzji pohczenia Ni48Fe52-Ti wytworzyta sekwencje czterech fag mi
dzymetalicznych: Ni48Fe52- NisTi — TiFe, — TiFe — NiTi, — Ti
(rys. 82.).
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Fe (at.%)

Ti (at.%)

Rys. 81. Sciezka dyfuzji

w procesie dyfuzji reakcyj-
nej w warstwie paiczenia
dyfuzyjnego Ti-Ni80Fe20,
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Rys. 82. Sciezka dyfuzji
w procesie dyfuzji reakcyj-
nej w warstwie pajczenia
dyfuzyjnego Ti- Ni48Fe52,
temperaturaT = 900°C, .
czast = 100 h Ni (at.%)

Aby dokon& weryfikacji przygtej hipotezy dotycgeej wyznaczanidciezki
dyfuzji metody maksymalizacji produkcji entropii, wykonano obliczenia wagito
produkcji entropii dla trzech nabwych przypadkéwsciezki dyfuzji w tréjsktad-
nikowym stopie wielofazowym Fe-Ni-Ti. W obliczeniach pktgj ze sciezka dy-
fuzji moze przechodZiprzez naspujaca sekweng} faz:
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1) podite — NisTi — (Fe,Ni)Ti— NiTi,— Ti (rys. 83.)

Ti (at.%)

20 40 60 80
Ni (at.%)
—_—

Rys. 83.8ciezka dyfuzji od podiéa do Ti wedtug schematu 1.:
podtaze — NizTi — (Fe,Ni)Ti— NiTi2 — Ti

2) podige— NizTi — FeTi — (Fe,Ni)Ti— NiTi,— Ti (rys. 84.)

Fe (at.%)

Ti (at.%)

Fe,Ni) o i

20 40 60 80
Ni (at.%)
—_—

Rys. 84.Sciezka dyfuzji od podiea do Ti wedtug schematu 2.:
podtaze — NizTi — FeTi — (Fe,Ni)Ti— NiTi2 — Ti
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3) podige— FeTi — (Fe,Ni)Ti— NiTi, — Ti (rys. 85.)

Fe (at.%) j
40 /7.

20 40 60 80
Ni (at.%)
_

Rys. 85 Sciezka dyfuzji od podiga do Ti wedtug schematu 3.:
podtaze — FeTi — (Fe,Ni)Ti— NiTi2 — Ti

W obliczeniach przygjto wartagci wspoétczynnika dyfuzji Wagnera i dane ter-
modynamiczne (tab. 6.). Wastn produkcji entropii wyznaczono, podstaviiaj
do réwnania (323) dane dlaztej z maliwych $ciezek dyfuzji w zalenosci od
sktadu chemicznego stopu pozho(tab. 7.).

Uzyskane wyniki analizy numerycznej — wadoprodukcji entropii g zbli-
zone w przypadku oblicheprowadzonych wedtug schematéw 1. i 2. W oblicze-
niach uwzg¢dnionosrednie wartéci stzenia sktadnikbw w poszczegolnych fa-
zach m¢dzymetalicznych, co mogto prowadzio btdu numerycznego. Dodat-
kowo, analiza wynikéw eksperymentalnych wskazageiciezka dyfuzji zaley
od pocatkowych wartdci stzen sktadnikdw oraz kolejn@i powstawania faz
miedzymetalicznych w parze dyfuzyjnej. Pomimedidw numerycznych analiza
wartasci produkcji entropii w parze dyfuzyjnej pogdizy Ti a podigem
NiBOFe20 poprawnie wskazujee maksymalyp produkcg entropii cechuje
sciezka wedtug schematu 1., natomiast do paaltdli48Fe52 maksymadnpro-
dukcje entropii cechujéciezka wedlug schematu 2. Obliczenie produkciji entropii
dla kazdej zesciezek oraz ustalenigciezki o najwickszej wartéci produkcji en-
tropii umazliwia poprawne okréenie przebiegu procesu dyfuzji (tab. 8.). Wyka-
zano jednoczmie, ze maksimum produkcji entropii e by dodatkovy zale-
noscig termodynamiczp w ustalaniu drogi prowadeej do stanu réwnowagi
stopu tréjsktadnikowego w procesie dyfuzji reakcyjnej.
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Tabela 7. Wihciwosci kinetyczno-termodynamiczne stopu Fe-Ni-Ti w temgturze 900°C

. . , Wspotczynnik
Srednie Srednie Srednie Energia dyfuzji
Faza,] stezenie stezenie stezenie Gibbsa Wagnera,
Ti Ni Fe [kJ mol?] D,J-\”‘Ti | [cm?-s1]

Ti 1 0 0 -58.303 —
NiTi2 0.65 0.26 0.09 -223.030 1.220m0%2
NiTi 0.46 0.37 0.17 -173.137 2.91010
NisTi 0.23 0.71 0.06 -348.145 1.62001012

Ni80Fe20 0 0.8 0.2 -58.516 —

Ti 1 0 0 -58.303 —
NiTi2 0.63 0.165 0.205 -223.030 1.22mm0*?
FeTi 0.495 0.17 0.335 -145.438 | 2.96[10%
FeTi 0.305 0.215 0.48 -101.965 2.48010%
NisTi 0.225 0.59 0.185 -348.145 1.62010%?

Ni48Fe52 0 0.48 0.52 -57.772 —

Tabela 8. Produkcja entropii dleiezek dyfuzji w zalenaosci od sktadu chemicznego stopu padio

Produkgja entropii, ")
Podtoze
sciezka dyfuzji sciezka dyfuzji sciezka dyfuzji
wedtug schematu 1. wedtug schematu 2. wedtug schematu 3.
Ni80Fe20 1.59(10%° 1.52(10%® 1.46010%
Ni48Fe52 6.4310%° 8.64[10% 2.42010%

4.6. Jednoznaczne wyznaczenie Sciezki dyfuzji
w stopach wielosktadnikowych i wielofazowych

Jak dotd przedstawiono zateos¢ opisupca maksimum produkcji entropii oraz
jej zastosowanie do wyznaczetgdezki dyfuzji w uktadach wielofazowych (pod-
rozdziaty 4.4 i 4.5). W analizie nie uwzdhiono jednak miejsca przecia sk
granicy faz zesciezka dyfuzji, ale jedyniesrednie wartéci stzenia sktadnika
w fazie. Wykazanoze produkcja entropii jako kwadrat strumienia dyfuzji wska-
zuje sekwenejzarodkowania faz redizymetalicznych. W tym podrozdziale opra-
cowano metogluwzgkdniajgca zaleznos¢ produkcji entropii, umgdiwiajaca wy-
znaczenie zarowngiezki dyfuzji, jak i sekwencji powstawania faz w wielofazo-
wych uktadach potrojnych. Dodatkowo, metoda ta pozwoli nasekrie miejsca
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.....

model Darkena oraz modele wzrostu ziarna poszczegoinych sktadralzow f
wych.

Analiza rownania (308) pozwala na stwierdzeneeprodukcja entropii jest
funkcja kwadratu strumienia dyfuzji sktadnika. Oznaczazéojej maksimum jest
scisle zwigzane z maksymalnym strumieniem dyfuz;ji.

Maksymalny strumig dyfuzji wyznacza gtowny wektor sktadu. Mua za-
tem sformutowad nastpujaca hipotez: proces dyfuzji w uktadach wielosktadni-
kowych podza w kierunku gtéwnego wektora sktadu, jedndoze podyza
w kierunku maksymalnego strumienia — maksymalnej produkcji entpli-
czenia wartéci maksymalnej produkcji entropii noa wic sprowadz do za-
gadnienia optymalizacyjnego opisanego nprm

15 u“ N~ N” (324)

Tl-l E’%Q

gdzie: w, k — funkcje wagoweN, N°®! — wektory sktadu odpowiednio dla da-
nego czastii w rownowadze termodynamiczne;j.

Podczas wyznaczaniéciezki dyfuzji na wykresie réwnowagi fazowej
Gibbsa nalgy uwzgkdni¢c wartdci gtbwnego wektora sktadu. Granicecaizyfa-
zowe oraz funkcje definigge konody za pomaametody Darkena unibwiaja
okresleniasciezki dyfuzji. Algorytm pos¢powania obejmuje cztery kroki:

1. Woyznaczanie liniidczacej pocatkowe stzenie skladnikow — pogikowa

sciezke dyfuzji (rys. 86.).

- =« - granica faz
czast=0s 0.00, 4 00 : konody
— &ciezka dyfuzji

<

2
&
A
&

Rys. 86. Wykres réwnowagi
fazowej uktadu tréjsktadniko- ‘
wego — linia §czagca pocat- 100 - . , 7 > 0.00

kowe stzenie sktadnikow 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Stezenie C
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2.  Rozwjzanie rowna definiujgcych proces dyfuzji — metoda Darkena do spet-
nienia warunku brzegowego, gdgiezka dyfuzji jest zbttona do granicy

mic;dzyfazowej:H Ned - NH <&, gdziee=10" (rys. 87.).

- = - granica faz
0.00, yop e konody
— $ciezka dyfuzji

<&
S
o
%
®

&
. _ 0.25 3 )
s NS SN E N YN Rys. 87. Wykres rownowagi fazo-
e SIS HE S B Vi Y wej uktadu tréjsktadnikowego —
100/ @ ® sciezka dyfuzji wyznaczona me-
' 0.00 todg Darkena dla warunku brzego-
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Stezenie C wego H N®9— NH <¢

3. Wyznaczanie konody dla danych funkcji w przestrzeni dwufazoweze“a
nie statdci potencjatu chemicznego na konodzie pozwala n&lekne wek-

tora s¢zenia po drugiej stronie konody (rys. 88.).

- = - granica faz
konody
Sciezka dyfuzji

(]
&
0.25
s K Rys. 88. Wykres rownowagi fazo-
1.00 ' 0.00 wej ukfadu trojsktadnikowego —
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 wyznaczanie konody dla danych

Stezenie C funkcji w przestrzeni dwufazowej
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Wartdici skzenia dla pocztku i konca konody ména wyznaczy po przyg-
ciu odpowiednich proporcji gten na granicy faz oraz funkcji opisigych
granie miedzyfazowe. Przyjmuag, ze dtugaé odcinka|m n| jest proporcjo-
nalna do odcinkd p| otrzymuje sj:

% :% (325)

Utamek molowy sktadnika na kou konodyk w punkcieo (rys. 88.) w fazie
¥ — N,(y,0) mazna wyznaczg zgodnie z zalnoscia:

NA (1,0) = Ny (74 1) 1 g Nalve P~ Na()

(326)
I p|

Analogicznie do sktadnik® warta¢ utamka molowego tego skladnika na
granicy faz w miejscu przegiia jej z konod wyznacza si z zalenosci:

N (1,0) = Ng (1, 1) |1 g MoV P)= N (1)

(327)
I
4. Zatoenie warunkoéw brzegowych Dirichleta nankach konody zgodnie
z zalenaoscia:
N, = a, k i
=N(a K dlai = A,B,C (328)
N; =N (V, k)

pozwala na kontynuagpbliczex metody Darkena (rys. 89.).

Przedstawiony algorytm obliczezostat poddany weryfikacji ha podstawie
wynikéw bada eksperymentalnych pary dyfuzyjnej Ni40Cu60-Ti. Prowadzono
wygrzewanie dyfuzyjne w temperaturze 850°C w czasie 160 h. Saosopiec
rurowy i ochrong atmosfeg argonu. Dzjki uzyskanym wynikom mikrostruktury

(rys. 90., 91.) wyznaczoniezki dyfuzji oraz sekwencje powstawania fazemi
dzymetalicznych.
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- = - granica faz
fgg 0 e konody
—u— §ciezka dyfuzji

0.00

0.2 % 0.75

4]
R
)

"~ \ 050 %

wrsgd W ASE NS RSANA
3 / . & e
1'00/ ‘ : }0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Stezenie C

Rys. 89. Wykres réwnowagi fazowej uktadu trojskikomve-
go — zatagone warunki brzegowe Dirichleta nadiaach konody

Ti-side

"'—"'—-\.-J'r\_ﬁ,
TiNi
i R i O SO

Ti(Ni, Cu,),

—_—

Ni40-Cu60-side

Rys. 90. Mikrostruktura petzenia dyfuzyjnego Ni40Cu60-Ti, tempe-
raturaT = 850°C, czas= 100 h

Ustalonasciezka dyfuzji przechodzi kolejno: Ni40Cu68 TiNiz — Ti(Nis-
«Cu)2 — TiNi — Ti,Cu— Ti. Sciezke dyfuzji wyznaczono za pomgalgorytmu
opartego na gtbwnym wektorze sktadu. Uwggliono wspoétczynniki dyfuzji
Wagnera (tab. 9.) oraz funkcje opigz¢ konody. W stopie Ni-Cu uwzgliniono
wspotczynniki dyfuzji w funkcji utamka molowego (rys. 92.).
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100 -
0 | mggpn
80 -
70 -
60 -

50

30 - 3

204 "

Stezenie skladnika, % at.
L
~
‘I

40-‘ o a0 'P ‘e *®

gk M Thg I

[
T

40 80 80
Odleglos¢, um

Rys. 91. Rozkiad stenia sktadnikéw Cu, Ni i Ti patzenia dyfuzyj-

nego Ni40Cu60-Ti, temperatulfa= 850°C, czas= 100 h

Tabela 9. Wspotczynniki dyfuzji Wagnera skladnikd@®w, Ni i Ti pohczenia dyfuzyjnego
Ni40Cu60-Ti, temperaturd = 850°C

Faza Ni Cu Ti
(aTi) - - 2.3010%
TiNis D& =1.420110"2 D&, =5.25010"° D& =7.17010"
11 (Ti(NixCu1x)2) Df =2.57010%° D&, =5.44010"° D4 =6.30010™
TiNi DiN' =1.89010% DN = 4.05(10"* TN = 682011023
Ti2Cu Dy =1.39010% | DI =2.18(10"° DjY =1.9110%
1E-10 5
J_-E 1E-10 __EQ
(o] o
=] B
:_‘—i 1E-11 Z:-
N N’
£ £
oy =
= = 1E-124
= =
E 1E-12 g
= = 1E-134
5% CI:D D:? OIE D‘E 1‘0 Bé- UjD 0".’ 0.6 DIB 1‘0
Ulamek molowy Cu Ulamek molowy Ni

Rys. 92. Wspoitczynniki dyfuzji wevetrznej Ni i Cu w funkcji utamka molowego Ni i Clerhpe-

raturaT = 850°C [70]



136 Sciezka dyfuzji w tréjsktadnikowych uktadach réwnowagi fazowej

Analizowane pajczenie dyfuzyjne Ni40Cu60-Ti po jednej stronie zawiera
dwusktadnikowy stop Ni40Cu60. W takim przypadku pglekresli¢ zgodnie
nica fazowy. Dokonujc obliczer prawa zachowania masy na granicy, aalna-

lez¢ wartas¢ utamka molowego Ni i Cu w stopie NiCu na granicy, tak abgtasé
NiCulr,
rézniczki - byta dodatnia (réwnanie (329)). Dodatnia wéttpredkosci

przesuwania gigranicy fazowej okrda szybkd¢ reakcji prowadzcej do wytwo-
rzenia krysztatow fazy,.

ON’™ . .
fa dla i = Ni 329
0 i (329)

(N,NiCu - N ) dx Meur = N ONM +
' dt ax

Korzystajc z rownania (329), oszacowano wacicsiezen Cu oraz Ni, jakie
nalezy przyja¢ na granicy w dalszych obliczeniacRy; =21, N, =79% at.

Dzigki znanym wartéciom stzenia pierwiastkow Ni i Cu w stopie NiCu
oraz metodzie Darkena rrlwe jest spetnienie warunku brzegowego, §cigzka
dyfuzji jest zblizona do granicy mgdzyfazowej. Wyznaczono pierwskonoc
pomiedzy Tii Ti-Cu (rys. 93.).

Obliczenia realizowano przy uwzglnieniu warunkéw brzegowych Dirich-
leta. Wyznaczono postek drugiej konodygczacej TkCu i TiNi (rys. 94.)

Rys. 93. Wykres réwnowagi fazowej uktadu trojskikomego Ti-Ni-
Cu dla padczenia dyfuzyjnego Ni40Cu60-Ti — wyznaczona pieavsz
konoda pomidzy Ti i Ti2Cu
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AN
|
N

Rys. 94. Wykres rownowagi fazowej uktadu trojskikdmego Ti-Ni-
Cu dla podczenia dyfuzyjnego Ni40Cu60-Ti — wyznaczono drkg-
nodk taczaca Ti2Cu i TiNi

T;;;;L‘s“

Vi T1N .

Rys. 95. Wykres rownowagi fazowej uktadu trojskikdmego Ti-Ni-
Cu dla podczenia dyfuzyjnego Ni40Cu60-Ti — wyznaczono konbkd
czacy Tiifazg 1
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W kolejnych krokach zgodnie z algorytmem wyznaczamerke dyfuzji po-
miedzy Ti a faz 71 (rys. 95.)

Analiza prawa zachowania masy na granicydzy fazamir; i stopem NiCu
wskazuje,ze nie jest maiwy bezpdredni skoksciezki dyfuzji migdzy tymi
skladnikami faz. Gdyby takie pmizenie bylo prawdziwe, prowadzitoby do
zwigkszenia oljtosci czystej miedzi w stopie CuNi. Analiza numeryczna wska-
zuje jednak,ze w kolejnym kroku zostanie wykonany skok pedaly NiCu
i TiNis (rys. 96.). Algorytm wyznaczéciezke dyfuzji pomedzy TiNiz a faz 1
(rys. 97.).

Rys. 96. Wykres rownowagi fazowej uktadu tréjskikdmego Ti-Ni-Cu
dla pohczenia dyfuzyjnego Ni40Cu60-Ti — wyznaczono konbtzaca
NiCu i TiNis

Analiza otrzymanych wynikéw pozwala na scharakteryzowanievesedji
zarodkowania faz mdzymetalicznych. W patzeniu dyfuzyjnym Ni40Cu60-Ti
wyznaczono sekwengjli — Ti.Cu— TiNi — t10raz NiCu— TiNis, a nasgpnie
polaczenie fazryi TiNis Na rysunku 98. poréwnano obliczpéciezke dyfuzji
Z wynikami bada eksperymentalnych.
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Rys. 97. Wykres rownowagi fazowej uktadu trojskikdmego Ti-Ni-
Cu dla podczenia dyfuzyjnego Ni40Cu60-Ti — wyznaczono kapbd
czaca TiNiszifaze 1

,//
&

Ve

(oT?) R

& 20 “40 60 ¥ 80 .
Ti Ti,Ni TiNi TiNiy Ni

Rys. 98. Wykres rownowagi fazowej uktadu trojskikdmego Ti-Ni-
Cu dla podczenia dyfuzyjnego Ni40Cu60-Ti: linia niebieska blio
czonasciezka dyfuzji, linia zielona — eksperymentali@dezka dyfuzji
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Przedstawiony algorytm umlwit scharakteryzowaniesciezki dyfuzji
w wielofazowym uktadzie Ti-Ni-Cu. Poréwnanie wynikdw analizy nuyoenej
z wynikami bada eksperymentalnych wskazuje na poprawne matematyczne zde-
finiowanie problemu transportu masy. Za pomatgorytmu okrélono rowniez
kolejnas¢ powstawania krysztatéw faz ggizymetalicznych.



5. Dodatkowe twierdzenia charakteryzujace
sciezke dyfuzji

Na podstawie badavtasnych autor proponuje dodatkowe twierdzenia charakte-
ryzujace nierozwizany dotychczas problem kolefmdtworzenia krysztatow no-
wych faz pdrednich w stopach tréjsktadnikowych oraz wyjeenia ktéedy
przejdziesciezka dyfuzji na wykresie fazowym Gibbsa. Zapisano dodatkowe
twierdzenia dotycge sciezki dyfuz;ji.

Twierdzenie 29.

1
Kierunek gtownego wektora wtasnego [al ) o najwiekszym znaczeniu wzgledem gra-

nicy faz determinuje utworzenie obszaru dwufazowego pomiedzy fazami a i S.

Przyjeto zataenie o lokalnej rownowadze termodynamicznej.zNfee s3
cztery r@ne przejcia sciezki dyfuzji pomiedzy dwoma fazamir i S:

1. Sciezka dyfuzji przechodzi przez konedrys. 99.).

granica faz

Rys. 99. Schemdtiezki dyfuzji przechodzcej przez konogl pomidzy fa-
zamia i
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Konoda okréla ptaszczyze Matano. Granica madzyfazowa pongidzy fa-
zamia i [ przesuwa siw jednym kierunku, zgodnie ze zwrotem drugiego
wektora wtasnego (zatono,ze wektory wtasneaskolejno uporzdkowane
wzgledem wartéci odpowiadaicych im wartéci wtasnych). Wektory
gtbwne w faziea i S maj ten sam kierunek — rownolegty do konody, na-
tomiast ich zwrot jest przeciwny.

2. Sciezka dyfuzji od fazya przechodzi przez konednatomiast od fazy3

tworzy sk przestrzé wspotistnienia fazx + £ (rys. 100.).

x=0

Rys. 100. Schematiezki dyfuzji przechodzcej od fazya przez konod,
od fazy B tworzy st przestrzé dwufazowaa + 3

Granica m¢dzyfazowa pomidzy o i S przesuwa siw kierunku fazyg.
Proces dyfuzji powoduje utworzenie przestrzeni dwufazawejS. Kieru-

nek gtdbwnego wektora wtasnego w fazie jest rownolegty do konody, na-
tomiast kierunek tego wektora w fazi® jest prostopadty do konody. Wek-

tor gtbwny jest w¢c styczny do granicy railzyfazowej w fazies.

3. Sciezka dyfuzji od fazy S przechodzi przez konednatomiast od fazyr
tworzy sk przestrzé wspotistnienia fazr + S (rys. 101.). Punkt 3. jest ana-
logiczny do punktu 2.
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a
a | + ]
p

x=0

<y

Rys. 101. Schematiezki dyfuzji przechodzcej od fazy 8 przez konog,
do fazy o tworzy sk przestrzé dwufazowaa + 3

4. Sciezka dyfuzji zaréwno od fazyr i B przechodzi przez obszar dwufazowy

a+f (rys. 102.).

- —>
a |«
ol + + | B
p B
x=0

Rys. 102. Schemactiezki dyfuzji przechodzcej przez obszar dwufazowy
a+p odfazya i B

Granice mgdzyfazowe pomidzy fazamia i [ przemieszczajsic w tym
samym kierunku. Zwrot wektorow gtéwnych w faziei S jest jednak prze-

ciwny. Powoduje to zwkszenie wzgidnej obgtosci obszaru dwufazowego
zarowno od fazyr, jak i fazy 5. Wektory gtébwne od fazyr ifazy f s

styczne do granicy milzyfazowej — prostopadte do konody.
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Wykazanoze maliwa jest rownie geometryczna interpretacja twierdzenia
29. Obszar wspdtistnienia faz + S tworzy st wtedy, kiedysciezka dyfuzji jest
styczna do granicy ralzyfazowe;.

Twierdzenie 30.

Maksymalna warto$¢ produkcji entropii determinuje kierunek zmiany stezenia pod-
czas procesu dyfuzji.

Twierdzenie to wynika z definicji produkcji entropii (rozdzia) oraz roz-
ktadu macierzy wartezi wspotczynnika dyfuzji na macierz diagongakwyzna-
czenie gtbwnego wektora wkasnego. Najizz wartdiciag sktadowg rownania na
produkcg entropii cechuje sistrumier dyfuzji sktadnika o najwkszej wartgci
wspotczynnika dyfuzji i gradiencieggenia. Ustalenie maksymalnej waitgro-
dukcji entropii umaliwia wigc wyznaczenie kierunku zmianygenia w procesie
dyfuzji

Twierdzenie 31.

Wartos¢ produkcji entropii determinuje sekwencje przejscia Sciezki dyfuzji przez fazy
miedzymetaliczne.

W stopach dwusktadnikowych dla niegk@aonego czasu trwania procesu
dyfuzji zostag utworzone wszystkie krysztaty nowych fazpmnich. Ustala si
wartasci produkcji entropii w fazie — okéa sk wartas¢ strumienia dyfuzji,
a wigc warta¢ iloczynu wspotczynnika dyfuzji i gradientuegénia sktadnika.
Uzyskane warteci porzadkuje se od najwekszej do najmniejszej. Wyznacza Si
tym samym kolejng powstawania nowych faz grednich.

Nalezy podkrsli¢, ze nie wszystkie fazy w stopach wielosktadnikowygh s
tworzone podczas procesu dyfuzji. Wyznaczenie kofejrmarodkowania krysz-
taltbw nowych faz p@ednich jest trudne do prognozowania. Uwdgienie
twierdzenia 29. i 30. oraz wprowadzenie obliczgodnie z algorytmem (podroz-
dziat 4.8) pozwala jednak na scharakteryzowanie kaejpmwstawania faz po-
srednich.



6. Podsumowanie

Proces dyfuzji obecnie nie jest wystargeaj scharakteryzowany przy uwgdt
nieniu zalenosci fizycznych. Rozktady wartgi skzenia skladnika mma wy-
znaczy w prosty sposob tylko w przypadku wielosktadnikowych uktadéw jedno-
fazowych metogl Darkena lub Onsagera. Dla wielofazowych uktadéw dwusktad-
nikowych znane gmetody matematyczne, za poradtorych mana szacowa
sekwencje powstawania krysztatéw fazneolnich oraz okrda¢ objetosci tych
nowo powstatych faz. Zwkszenie liczby skladnikbw powoduje podiggzenie
stopnia ztagonasci modeli trudnych do realizacji numeryczne.

Przedstawione metody Onsagera i Darkenagnstegnowé podstawy mate-
matycznego modelowania zlanych proceséw oké&ania dyfuzji m.in. do obli-
czenia s{zenia sktadnika stopu w obszarze wielofazowym. Wyznaczeniessarto
i wektoréw wiasnych macierzy wspoétczynnikow dyfuzji utiwito okreslenie
gtéwnego wektora sktadu. Wektor ten wskazuje miejsce p@adciezki dyfuzji
Z granicami faz.

Przedstawiono rowniemetod odwrotry, ktéra definiuje wspétczynnik dy-
fuzji Wagnera. Metogl ta wyznacza si wartagci wspoétczynnika dyfuzji fazy
uktadu, kt6g cechuje mate odgtstwo od sktadu stechiometrycznego.

Prowadzone rozwania wskazuyj jednoczenie na wiele nierozvwzanych
zagadnié dotyczcych sciezki dyfuzji — kierunku przebiegu procesu. W mono-
grafii scharakteryzowano zat@os¢ opisupca maksimum produkcji entropii. Za-
stosowanog do jednoznacznego wyznaczegtgezki dyfuzji w stopach wielofa-
zowych. Produkej entropii uwzgédniono w procesie dyfuzji. Dgki wprowadze-
niu tej nowej dodatkowej zataosci ustalono podstawy doboru przez natur
sciezki dyfuzji. Przygta w obliczeniach produkcja entropii pozwolita na wyzna-
czenie sekwencji powstawania fazggzymetalicznych podczas procesu dyfuzji.

W wyniku prowadzonych badapracowano dodatkowe twierdzenia charak-
teryzupcesciezke dyfuzji. Dotyczyly one przede wszystkim nierogmanych za-
gadnidéi: mazliwosci tworzenia obszaru wspdétistnienia faz i ckeaia przecgcia
sciezki dyfuzji z grani@ migdzyfazows. Rozwhzaniem zagadnienia jest geome-
tryczne wyznaczenigciezki dyfuzji. Dla prostego przypadku obszar dwufazowy
bedzie utworzony, gdyciezka dyfuzji ledzie styczg do granicy mgdzyfazowej.
Oznacza toze wektor gtéwny (maksimum produkcji entropii, maksymalny stru-
mien) jest prostopadty do konody pagdizy dwoma gsiednimi fazami. Przyjo
zatem hipoteg, ze dzeki znanemu wektorowi gtbwnemu skfadu ina przewi-
dywaé przebiegsciezki dyfuzji.
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Nalezy jednak prowadzidalsze badania nad uogdlnieniem przedstawionego
modelu sciezki dyfuzji w celu wyznaczenia jej w uktadachsktadnikowych
(r > 3). Dodatkowo, model nioa uzupetrd 0 analiz matematyczs i nume-
ryczrg opisupca morfologe powstatych krysztatow faz wdzymetalicznych
w przestrzeniach rzeczywistych — tréjwymiarowych. W tynueetzna uwzgéd-
ni¢ metod Phase-Field.
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Sciezka dyfuzji w tréjsktadnikowych uktadach rownowagi fazowej
Streszczenie

W monografii przedstawiono najnowsze trendy w modelniu procesow dyfuzji wza-
jemnej i reakcyjnej prowadzych do rozwoju nowoczesnych materiatdw. Opigrajic
na badaniach wiasnych, zdefiniowano fizyczne padsianatematyczne modele opisu-
jace zjawiska zachodee podczas procesu wymiany masy. W ptiaavych rozdziatach
monografii przedstawiono klasyczne réwnania dyfuzpprawa Ficka oraz metody Dar-
kena i Onsagera. Metody te u#hiwiaj 3 matematyczne sformutowanie procesu transportu
masy w ukfadach jednofazowych. W stopach wielofamdwmatema-tyczne modele s
dwzo bardziej skomplikowane. W wielofazowych ukladaktusktadnikowych znane s
metody matematyczne szacowania sekwencji powstawlayisztatéw faz poednich
oraz okrélania obgtosci tych nowo powstatych faz. Zgkszenie liczby sktadnikéw po-
woduje podwyszenie stopnia ziwnasci modeli trudnych do realizacji numerycznej.

Przedstawione metody Onsagera i Darkenaanstgnowé podstawy matematycz-
nego modelowania zionych procesoéw dyfuzji, m.in. do obliczenigzsmia sktadnika
stopu w obszarze wielofazowym. Wyznaczenie waitowektorow wtasnych macierzy
wspotczynnika dyfuzji umdiwia okreslenie gtdwnego wektora sktadu. Wektor ten wska-
zuje miejsce przeetia sciezki dyfuzji z granicami faz.

W monografii przedstawiono twierdzenia charaktejyeeisciezke dyfuzji w sto-
pach tréjsktadnikowych. Dodatkowo, na podstawieghagtasnych zaproponowano trzy
dodatkowe twierdzenia definige wyznaczenie wektora sktadu. Zdefiniowano réwnie
warunki, ktére prowadgdo utworzenia obszaru dwufazowego. Pokazamartéé pro-
dukcji entropii determinuje sekweragprzefcia sciezki dyfuzji przez fazy midzymeta-
liczne.

W monografii szczegdlny nacisk patmo na ildciowe modele transportu masy.
Opracowanie takich modeli fizycznych wymaga zaréwastosowania rozlegtej wiedzy
doswiadczalnej, jak i matematycznej. Gldgvirudndcia jest dua zlazoncs¢ opisywa-
nych probleméw oraz nie zawsze rogzane podstawy fizyczne procesu.



The diffusion path in the ternary systems
Abstract

The present work describe the latest trends in fimggef inter and reactive diffusion
processes leading to the development of the noag&tnials. The physical, mathematical
principles and related phenomena are presented lmas¢he self studies of the mass
transport process. The basic equations — the Hak's Darken and Onsager models are
presented in the monograph. This models are usedltolate the diffusion process in
one-phase systems. In multiphase systems the madelsnuch more complicated.
In multiphase two component systems the mathenbatescription allow to determine
the unknown competition and kinetic of phases. Hamein three component multiphase
systems such methods are not known. The mathemdéseription is much more com-
plicated.

The generalized Darken and Onsager methods camebgasis of for modeling of
multi-component and multiphase diffusion proceskeyr allow for the determination
of the concentration in each phase as well as iaphase region. It was shown, that the
determination of the vector and eigenvalue of tliiglon matrix allow for definition
of the main composition vector. This vector detemrntihe position of the intersection of
the phase boundary with the diffusion path.

In the monograph the theorems describing the diffupath in ternary systems was
presented. Additionally, the 3 new theorems wap@sed. This theorems define the com-
position vector based on the entropy productiogutations. It was presented, that the
entropy production determine the competition ofgthases in ternary systems.

The monograph shows the quantitative models of diffeision process (mass
transport problems). Presented models are chaizddyy high complexity of mathemat-
ical treatment.



