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SPIS TREŚCI 
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1. SŁOWO WSTĘPNE 

1.1. Wprowadzenie 
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1.2. Cel i zakres pracy 
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2. PODSTAWY TEORETYCZNE 

2.1. Wprowadzenie 

2.2. Nieliniowość geometryczna 
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𝑃0 𝑋𝑖
𝑃 𝑥𝑖

𝑋𝑖

 𝑋̂ =∑𝑋𝑖𝑒̂𝑖
𝑖

 

𝑥𝑖

 𝑥 =∑𝑥𝑖𝑒̂𝑖
𝑖

 

𝑒̂𝑖
𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑋, 𝑌, 𝑍

 𝑢̂ = 𝑥𝑖 − 𝑋𝑖
 

 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑋𝑖, 𝑡)
 

𝑡

𝑥𝑖

 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖(𝑥𝑖, 𝑡)

𝑥𝑖
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P,

𝑑𝑋𝑖
𝑑𝑥𝑖

 

 

 𝑥′𝑖 = 𝑋𝑖 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑋𝑖 𝑋𝑖)
 

𝑑𝑋𝑖

 𝑢𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑋𝑖 = 𝑥𝑖 ≈∑
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑋𝑗

𝜕𝑋𝑗
𝑗
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𝑖, 𝑗 1, 2, 3 𝑥, 𝑦, 𝑧

 𝑑𝑥𝑖 [
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑋𝑗

] 𝑋𝑗

 

𝑑𝑥𝑖 = 𝑢𝑖

 

𝜕𝑥𝑖/𝜕𝑋𝑗

𝐹𝑖𝑗

 𝑑𝑥𝑖 𝐹𝑖𝑗  𝑋𝑗
 
 

 𝐹𝑖𝑗 =
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑋𝑗

[

𝐹11 𝐹12 𝐹13
𝐹21 𝐹22 𝐹23
𝐹31 𝐹31 𝐹33

]

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑥1
𝜕𝑋1

𝜕𝑥1
𝜕𝑋2

𝜕𝑥1
𝜕𝑋3

𝜕𝑥2
𝜕𝑋1

𝜕𝑥2
𝜕𝑋2

𝜕𝑥2
𝜕𝑋3

𝜕𝑥3
𝜕𝑋1

𝜕𝑥3
𝜕𝑋2

𝜕𝑥3
𝜕𝑋3]

 
 
 
 
 
 

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑋𝑖

 
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑋𝑗

 

 [
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑋𝑗

] ∑ 𝜖𝑖𝑗𝑘
𝜕𝑥1
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑥2
𝜕𝑋𝑗

𝜕𝑥3
𝜕𝑋𝑘

𝑖,𝑗,𝑘
 

 

 

 



17 

        𝜖𝑖𝑗𝑘 = {
1
−1
0
 

𝑗𝑒ż𝑒𝑙𝑖 𝑖𝑗𝑘 𝑗𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑐𝑗ą 𝑝𝑎𝑟𝑧𝑦𝑠𝑡ą, 𝑛𝑝. 312
𝑗𝑒ż𝑒𝑙𝑖 𝑖𝑗𝑘 𝑗𝑒𝑠𝑡 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎𝑐𝑗ą 𝑛𝑖𝑒𝑝𝑎𝑟𝑧𝑦𝑠𝑡ą, 𝑛𝑝. 321

𝑤 𝑖𝑛𝑛𝑦𝑚 𝑝𝑟𝑧𝑦𝑝𝑎𝑑𝑘𝑢, 𝑛𝑝. 122

𝐽0

 0 < 𝐽0 < ∞.  

 

𝐹𝑖𝑗

𝑭

 𝑭𝑇𝑭 = 𝑭𝑭𝑇 = 𝑰.  
 

𝑭

 𝐹𝑖𝑗 =
𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑋𝑗

= 𝛿𝑖𝑗 +
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

= 𝛿𝑖𝑗 + 𝜖𝑖,𝑗 +𝜔𝑖,𝑗

 

𝛿𝑖𝑗

 𝛿𝑖𝑗 = {
1 𝑑𝑙𝑎 𝑖 = 𝑗
0 𝑑𝑙𝑎 𝑖 ≠ 𝑗

 𝑙𝑢𝑏 𝛿𝑖𝑗 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] [ ]

 

𝜖𝑖,𝑗

 𝜖𝑖,𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑋𝑖
+
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

)
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𝜔𝑖,𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑋𝑖
−
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

)

 

𝑮

 𝑮 = 𝑭 − 𝑰 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑥1
𝜕𝑋1

− 1
𝜕𝑥1
𝜕𝑋2

𝜕𝑥1
𝜕𝑋3

𝜕𝑥2
𝜕𝑋1

𝜕𝑥2
𝜕𝑋2

− 1
𝜕𝑥2
𝜕𝑋3

𝜕𝑥3
𝜕𝑋1

𝜕𝑥3
𝜕𝑋2

𝜕𝑥3
𝜕𝑋3

− 1
]
 
 
 
 
 
 

 

 𝑮 = 𝑭 − 𝑰

[
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑢1
𝜕𝑋1

𝜕𝑢1
𝜕𝑋2

𝜕𝑢1
𝜕𝑋3

𝜕𝑢2
𝜕𝑋1

𝜕𝑢2
𝜕𝑋2

𝜕𝑢2
𝜕𝑋3

𝜕𝑢3
𝜕𝑋1

𝜕𝑢3
𝜕𝑋2

𝜕𝑢3
𝜕𝑋3]

 
 
 
 
 
 

 

 
𝑮 = 𝜵𝒖

 

 𝑱 = 𝑰 − 𝑭−𝟏

 

𝑋𝑖 𝑋𝑖 + 𝑑𝑋𝑖
𝑥𝑖 𝑥𝑖 + 𝑑𝑥𝑖 𝑑𝑆 = |𝑑𝑋|

𝑑𝑠 = |𝑑𝑥|

 

𝑑𝑆2 ∑𝑑𝑋𝑖𝑑𝑋𝑖
𝑖

(𝑑𝑋1)
2 (𝑑𝑋2)

2 (𝑑𝑋3)
2

𝑑𝑠2 ∑𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑖
𝑖

(𝑑𝑥1)
2 (𝑑𝑥2)

2 (𝑑𝑥3)
2
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{𝑑𝑥𝑖} = [
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑋𝑗
] {𝑑𝑋𝑗}

 𝑑𝑠2 ∑𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑖
𝑖

∑
𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑋𝑗

𝑑𝑋𝑖𝑑𝑋𝑗
𝑖,𝑗,𝑚

 

𝑑𝑠2 − 𝑑𝑆2 =∑𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑖
𝑖

−∑𝑑𝑋𝑖𝑑𝑋𝑖
𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑋𝑗

− 𝛿𝑖𝑗 𝑑𝑋𝑖𝑑𝑋𝑗
𝑖,𝑗,𝑚

 𝑑𝑠2 − 𝑑𝑆2 = 2𝑒𝑖𝑗𝑑𝑋𝑖𝑑𝑋𝑗

 𝑒𝑖𝑗 =
1

2
∑(

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑋𝑗

− 𝛿𝑖𝑗)

𝑚

𝑒𝑖𝑗 𝑭

 𝑒𝑖𝑗 =
1

2
[𝐹𝑘𝑖𝐹𝑘𝑗 − 𝛿𝑖𝑗]

 𝑒𝑖𝑗 =
1

2
∑[(

𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑋𝑖

+ 𝛿𝑖𝑚)(
𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑋𝑗

+ 𝛿𝑗𝑚) − 𝛿𝑖𝑗]

𝑚
 

 



20 

𝑒11 =
𝜕𝑢1
𝜕𝑋1

+
1

2
[(
𝜕𝑢1
𝜕𝑋1

)
2

+ (
𝜕𝑢2
𝜕𝑋1

)
2

+ (
𝜕𝑢3
𝜕𝑋1

)
2

]

𝑒22 =
𝜕𝑢2
𝜕𝑋2

+
1

2
[(
𝜕𝑢1
𝜕𝑋2

)
2

+ (
𝜕𝑢2
𝜕𝑋2

)
2

+ (
𝜕𝑢3
𝜕𝑋2

)
2

]

𝑒33 =
𝜕𝑢3
𝜕𝑋3

+
1

2
[(
𝜕𝑢1
𝜕𝑋3

)
2

+ (
𝜕𝑢2
𝜕𝑋3

)
2

+ (
𝜕𝑢3
𝜕𝑋3

)
2

]

𝑒12 =
1

2
(
𝜕𝑢1
𝜕𝑋2

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑋1

) +
1

2
[
𝜕𝑢1
𝜕𝑋1

𝜕𝑢1
𝜕𝑋2

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑋1

𝜕𝑢2
𝜕𝑋2

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑋1

𝜕𝑢3
𝜕𝑋2

]

𝑒23 =
1

2
(
𝜕𝑢2
𝜕𝑋3

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑋2

) +
1

2
[
𝜕𝑢1
𝜕𝑋2

𝜕𝑢1
𝜕𝑋3

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑋2

𝜕𝑢2
𝜕𝑋3

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑋2

𝜕𝑢3
𝜕𝑋3

] = 𝑒32

𝑒31 =
1

2
(
𝜕𝑢3
𝜕𝑋1

+
𝜕𝑢1

𝜕𝑥3
0) +

1

2
[
𝜕𝑢1
𝜕𝑋3

𝜕𝑢1
𝜕𝑋1

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑋3

𝜕𝑢2
𝜕𝑋1

+
𝜕𝑢3
𝜕𝑋3

𝜕𝑢3
𝜕𝑋1

] = 𝑒13

 

𝑭 𝑮

𝒆 =
1

2
(𝑭𝑇𝑭 − 𝑰) =

1

2
(𝑮 + 𝑮𝑇) +

1

2
𝐺𝑇𝐺 = [

𝑒11 𝑒12 𝑒13
𝑒21 𝑒22 𝑒23
𝑒31 𝑒32 𝑒33

]

 

 𝐸𝑖𝑗 =
1

2
∑(𝛿𝑖𝑗 −

𝜕𝑋𝑚
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑋𝑚
𝜕𝑥𝑗

)

𝑚

𝑥, 𝑦, 𝑧

𝜀𝑥 , 𝜀𝑦, 𝜀𝑧 𝛾𝑥𝑦, 𝛾𝑥𝑧, 𝛾𝑦𝑧 1
2⁄ 𝛾𝑖𝑗 = 𝜀𝑖𝑗

𝜀𝑧
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𝜀 =

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
1

2
[(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

]

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
1

2
[(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

]

(
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
) + [

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
]

(
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + [

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑧
]

(
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
) + [

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑧
]
}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

𝜕𝑢𝑗/𝜕𝑋𝑖

 𝜀𝑖,𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑋𝑖
+
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

) =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)

 

𝑥, 𝑦, 𝑧
 

 𝜀 =

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝑒𝑖𝑗

𝜀𝑖,𝑗
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𝑒𝑖𝑗 𝑢𝑖

2.3. Związki konstytutywne 

 𝜺 = 𝑺𝝈
 

𝝈𝑇

 𝝈𝑇 = [𝜎𝑥 𝜎𝑦 𝜎𝑧 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧 𝜏𝑦𝑧]  
 

𝑺

 𝝈 = 𝑫𝜺
 

𝑫 = 𝑺−1
 

𝑺 𝑫

𝑺𝑖𝑗 = 𝑺𝑗𝑖
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𝑫

𝐸 𝜐

𝑫 =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)

[
 
 
 
 
 
 
 
 
1 − 𝜈 𝜈 𝜈 0 0 0
𝜈 1 − 𝜈 𝜈 0 0 0
𝜈 𝜈 1 − 𝜈 0 0 0

0 0 0
1 − 2𝜈

2
0 0

0 0 0 0
1 − 2𝜈

2
0

0 0 0 0 0
1 − 2𝜈

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑺

 𝑺 =
1

𝐸

[
 
 
 
 
 
1 −𝜈 −𝜈 0 0 0
−𝜈 1 −𝜈 0 0 0
−𝜈 −𝜈 1 0 0 0
0 0 0 2(1 + 𝜈) 0 0
0 0 0 0 2(1 + 𝜈) 0
0 0 0 0 0 2(1 + 𝜈)]

 
 
 
 
 

 

 𝑫 =
𝐸

1 − 𝜈2
[

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
1 − 𝜈

2

]

 

 𝑺 =
1

𝐸
[
1 −𝜈 0
−𝜈 1 0
0 0 2(1 + 𝜈)

]

 

 𝜺 = 𝜺𝑒 + 𝜺𝑝
 

𝜺𝑒 𝜺𝑝
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• 𝑑𝜀 = 𝑺 𝑑𝝈

• 𝑑𝜀 = 𝜆 𝝈

𝑺 𝜆

𝜆

𝐸

ℎ

 

ℎ =
𝐸𝑡

1 − 𝐸𝑡/𝐸

 

 

 

 𝜀 =
𝜎

𝐸
+ 𝐾 (

𝜎

𝑅𝑒
)
1/𝑛ℎ

 

𝐾 𝑛ℎ
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 {

𝜎1
𝜎2
𝜏12
} =

[
 
 
 
 

𝐸1
1 − 𝜈12𝜈21

𝜈12𝐸2
1 − 𝜈12𝜈21

0

𝜈21𝐸1
1 − 𝜈12𝜈21

𝐸2
1 − 𝜈12𝜈21

0

0 0 𝐺12]
 
 
 
 

{

𝜀1
𝜀2
𝛾12
}

 

Energia odkształcenia 

 𝑑𝑈 =
1

2
𝑒𝑖𝐸𝑖,𝑗𝑒𝑗

 

 𝑑𝑈 =
1

2
𝒆𝑇𝑫𝒆

 = 𝑑𝑈𝑑𝑋1𝑑𝑋2𝑑𝑋3
𝑉0
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2.4. Rodzaje i źródła nieliniowości 

𝝈

𝜺

 𝝈 = 𝑫(𝜺)𝜺

𝜀(𝑢)

 
𝜺 = 𝑳𝒖

 

𝑳

𝒖
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𝒃 𝝈

 
𝒃 = −𝑫∗𝝈

 

𝑫∗ = 𝑫𝑇

 
𝒅̂ = 𝒅̂(𝒖)

 

 𝒃 = 𝒃(𝒖) 
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2.5. Ścieżka równowagi 
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Możliwe rodzaje odpowiedzi układu 

 

   a)   b)   c) 

   

 

     a)   b)   c) 
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Punkty charakterystyczne 

𝑳

𝑩

𝑻

𝑭
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Wpływ imperfekcji 
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2.6. Równania stanu 

 𝒓(𝒖, 𝜦) = 𝟎
 

𝒖

𝒓

𝒖 𝜦

𝒖 𝜦

𝒓 𝒖 𝜦

𝜦 𝒓

Π(𝒖, 𝜦)

 𝒓 =
𝜕

𝜕𝒖
  𝑙𝑢𝑏  𝒓𝒊 =

𝜕

𝜕𝒖𝒊
 

 𝒑(𝒖) = 𝒇(𝒖,𝜦)
 

𝒑
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𝒇

 

𝒑

𝒇

 𝛱 = 𝑈 − 𝑃
 

𝑈 𝑃
 

 𝒑 =
𝜕

𝜕𝒖
  𝑖  𝒇 =

𝜕

𝜕𝒖
 

Macierz sztywności i macierz kontroli 

𝒓

𝒖

𝜦

𝑲

 𝑲 =
𝜕

𝜕𝒖
 

𝑲−1 𝑺

𝒓

𝒖

 𝑸 = −
𝜕

𝜕𝜦
 

Reprezentacja parametryczna 

𝒖 𝜦

 𝒖 = 𝒖(𝑡), 𝜦 = 𝜦(𝑡)
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𝑡

 

𝒓 𝑡

 

𝒓̇𝑖 =
𝑑𝒓𝑖
𝑑𝑡

=
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝒖𝑗

𝒖̇𝑗 +
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝜦𝑗

𝜦̇𝑗

𝒓̈𝑖 =
𝑑2𝒓𝑖
𝑑𝑡2

=
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝒖𝑗

𝒖̈𝑗 + [
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝒖𝑗𝜕𝒖𝑘

𝒖̇𝑘 +
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝒖𝑗𝜕𝜦𝑘

𝜦̇𝑘] 𝒖̇𝑗 +

+
𝜕𝒓𝑖
𝜕𝜦𝑗

𝜦̈𝑗 + [
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝜦𝑗𝜕𝒖𝑘

𝒖̇𝑘 +
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝜦𝑗𝜕𝜦𝑘

𝜦̇𝑘] 𝜦̇𝑗

 

 
𝒓̇ = 𝑲𝒖̇ − 𝑸𝜦̇

𝒓̈ = 𝑲𝒖̈ + 𝑲̇𝒖̇ − 𝑸𝜦̈− 𝑸̇𝜦̇
 

𝑲̇ 𝑸̇

 𝑲̇𝑖𝑗 = [
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝒖𝑗𝜕𝒖𝑘

𝒖̇𝑘 +
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝒖𝑗𝜕𝜦𝑘

𝜦̇𝑘]

 

 𝑸̇𝑖𝑗 = [
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝜦𝑗𝜕𝒖𝑘

𝒖̇𝑘 +
𝜕2𝒓𝑖
𝜕𝜦𝑗𝜕𝜦𝑘

𝜦̇𝑘]

 

𝜕2𝒓𝑖/𝜕𝒖𝑗𝜕𝒖𝑘

𝑲̇ 𝑸̇

 𝑲̇ =
𝑑𝑲

𝑑𝑡
 𝑖 𝑸̇ =

𝑑𝑸

𝑑𝑡
 

Redukcja liczby parametrów kontrolnych 
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𝜦

𝜆

𝜦𝐴 𝜦𝐵 𝜆

 𝜦 = (1 − 𝜆)𝜦 𝜆𝜦
 

𝜆

𝐴 𝐵

 𝒓(𝒖, 𝜆) = 𝟎
 

𝒖 = 𝒖𝐴 𝜆 = 0 𝒖 = 𝒖𝑩 𝜆 = 1
 

 

𝒓̇ = 𝑲𝒖̇ − 𝒒𝜆̇

𝒓̈ = 𝑲𝒖̈ + 𝑲̇𝒖̇ − 𝒒𝜆̈− 𝒒̇𝜆̇

𝑲 =
𝑑𝒓

𝑑𝑡
 𝑖 𝒒 = −

𝑑𝒓

𝑑𝜆
 

𝑲 𝒒

 

 
𝒓̇ = 𝟎 𝑙𝑢𝑏 𝑲𝒖̇ = 𝒒𝜆̇

𝒓̈ = 𝟎 𝑙𝑢𝑏 𝑲𝒖̈ + 𝑲̇𝒖̇ = 𝒒𝜆̈+ 𝒒̇𝜆̇
 

𝑲

 𝒖̇ = 𝑲−𝟏𝒒𝜆̇ = 𝒗𝜆̇   𝑙𝑢𝑏  
𝜕𝒖

𝜕𝜆
= 𝒖′ = 𝒗
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𝒗

 𝒗 = 𝑲−𝟏𝒒
 

𝒖 

 𝒓(𝒖, 𝜦) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
 

𝒖 

𝒓

𝒓 = 𝟎
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𝑡

𝜆

 𝜆 ≡ 𝑡

 𝒓′ =
𝜕𝒓

𝜕𝜆
= 𝟎

 

 𝜕𝒓

𝜕𝒖

𝜕𝒓

𝜕𝜆
= 𝟎

 

 𝑲𝒖′ − 𝒒 = 𝟎,   𝑔𝑑𝑧𝑖𝑒   𝒖′ =
𝜕𝒖

𝜕𝜆
 

𝑲

 𝒖′ = 𝑲−1𝒒 = 𝒗
 

 𝒕 = [𝒖′
𝜆′
] = [

𝒗
1
]

 

𝑃(𝒖, 𝜆)

𝒕 𝒖 𝜆

 
∆𝒖 = 𝒖 − 𝒖𝑃

∆𝜆 = 𝜆 − 𝜆𝑃
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𝒕

𝑃

 𝒗𝑇∆𝒖 + ∆𝜆 = 0
 

𝑡

 𝒗𝑇𝒖̇ + 𝜆̇ = 0

𝑃

 ∆𝑠 =
1

𝜁
(𝒗𝑇∆𝒖 + ∆𝜆) = 0

 

 𝜁 = |𝑡| = √1 + 𝒗𝑇𝒗
 

𝑃

𝑄(Δ𝒖, Δ𝜆)

 𝑑𝑠 =
1

𝜁
(𝒗𝑇𝑑𝒖 + 𝑑𝜆) = 0

 

Δ𝑠
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λ
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3. NUMERYCZNE METODY ROZWIĄZYWANIA  

ZAGADNIEŃ NIELINIOWYCH 

3.1. Wprowadzenie 

 𝒇 = 𝑲𝒖
 

𝒇 𝒖

𝑲
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𝑲

 𝑲 =∑𝑲(𝑒)
𝒏

𝒆=𝟏

=∑𝒂𝑒
𝑇𝒌𝑒𝒂𝑒

𝒏

𝒆=𝟏
 

𝒂𝑒

𝒌

 𝒌 = ∫ 𝑩𝑇𝑫𝑩

𝐴

𝑑𝐴

 

𝑫 𝑩

 

𝒇 𝒖

 𝑲 = 𝑲0 +𝑲
𝑁𝐿
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𝑲0 𝑲𝑁𝐿

 

 𝒇 = 𝑲(𝒖) 𝒖

 𝐾𝑖
𝑡 = (

𝑑𝑓

𝑑𝑢
)
𝑖
≅ (

∆𝑓

∆𝑢
)
𝑖

 

 𝐾𝑖
𝑠 =

𝑓𝑖
𝑢𝑖

 
a)                b) 
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3.2. Metody rozwiązania 

𝜆
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𝜆

𝒖𝑛
𝜆 𝒖

Δ𝜆 Δ𝒖
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 ∆𝒖𝑛 = 𝒖𝑛+1 − 𝒖𝑛;   ∆𝜆𝑛 = 𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛
 

𝒓(𝒖, 𝜆) = 0

 𝑐(∆𝒖𝑛, ∆𝜆𝑛) = 0 
 

𝑐 𝑡

 𝑎𝑇𝒖̇ + 𝑔𝜆 = 0
 

gdzie 

 𝑎𝑇 =
𝜕𝑐

𝜕𝑢
;   𝑔 =

𝜕𝑐

𝜕𝜆
 

𝑃
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𝜆

Δ𝜆𝑛 = 𝑙𝑛

 𝑐(∆𝒖𝑛, ∆𝜆𝑛) =  ∆𝜆𝑛 − 𝑙𝑛 = 0 
 

𝑙𝑛
 

 𝑎 = 0;   𝑔 = 1
 

λ

 𝑐(∆𝒖𝑛) =  (∆𝒖𝑛
𝑇∆𝒖𝑛)

2
− 𝑙𝑛𝑢

2 = 0 
 

𝒖

|Δ𝑠|

 𝑐(∆𝒖𝑛, ∆𝜆𝑛) = |∆𝑠𝒏| − 𝒍𝒏 =
1

𝑓𝑛
|𝑣𝒏

𝑻∆𝒖𝑛 + ∆𝜆𝑛| − 𝒍𝒏 = 0 
 

Ogólna postać rozwiązania zagadnienia nieliniowego 

 ∆𝒖𝑛
0   𝑖  ∆𝜆𝑛

0

 

wynikających z warunku: 

 𝒓̇ = 0  ⇔   𝑲𝒖̇ = 𝑞𝜆̇
 

co prowadzi do postaci: 
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 ∆𝒖𝑛
0 = 𝑲𝒏

−1𝒒𝑛∆𝜆𝑛
0 = 𝒗𝑛∆𝜆𝑛

0

 

𝒗

𝑐(Δ𝒖𝑛, Δ𝜆𝑛)

Δ𝒖 Δ𝜆 𝑐 = 0

±∆𝒖 ±∆λ

 ∆𝑊 = 𝒒𝑻 𝒗 ∆𝜆 > 0
 

∆𝜆 𝒒𝑇𝒗 = 𝒒𝑇𝑲−1𝒒

𝒒 𝒗

 𝒒𝑻𝒗 = 0
 

 𝒕𝑛
𝑻  𝒕𝑛−1 > 0

∆𝜆

∆𝒖

∆𝜆
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∆𝒖𝑛
0 ∆λ𝑛

0

𝒓(𝒖, 𝜆) = 0

 𝒓𝒏
𝟎 = 𝒓(𝒖 + ∆𝒖𝑛

0 , 𝜆 + ∆𝜆𝑛
0) ≠ 0

 

 

 

∆𝒖𝑛
𝑘 ∆𝜆𝑛

𝑘

∆𝒖𝑛+1 ∆𝜆𝑛+1
𝒓 = 0 𝑐 = 0

 𝒖𝑛
𝑘, 𝜆𝑛

𝑘

𝑘 = 1, 2, … ,𝑚
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𝒓 𝑐

𝒓𝑛
𝑘+1 = 𝒓𝑛

𝑘 +
𝜕𝒓𝑛
𝜕𝒖𝑛

(𝒖𝑛
𝑘+1 − 𝒖𝑛

𝑘) +
𝜕𝒓𝑛
𝜕𝜆𝑛

(𝜆𝑛
𝑘+1 − 𝜆𝑛

𝑘) + 𝑚.𝑤. 𝑟𝑧

 

𝑐𝑛
𝑘+1 = 𝑐𝑛

𝑘 +
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝒖𝑛

(𝒖𝑛
𝑘+1 − 𝒖𝑛

𝑘) +
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝜆𝑛

(𝜆𝑛
𝑘+1 − 𝜆𝑛

𝑘) + 𝑚.𝑤. 𝑟𝑧
 

𝑚.𝑤. 𝑟𝑧

 

𝑲𝑛 =
𝜕𝒓𝑛
𝜕𝒖𝑛

,     𝒒𝑛 = −
𝜕𝒓𝑛
𝜕𝜆𝑛

𝒂𝑛 =
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝒖𝑛

,     𝑔𝑛 =
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝜆𝑛

 𝒅𝑛 = 𝒖𝑛
𝑘+1 − 𝒖𝑛

𝑘 ,     𝜂𝑛 = 𝜆𝑛
𝑘+1 − 𝜆𝑛

𝑘

 

 [
𝑲𝑛 −𝒒𝑛
𝒂𝑛 𝑔𝑛

] [
𝒅𝑛
𝜂𝑛
] = − [

𝒓
𝑐
]
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𝒖 𝜆 𝑲

𝒅

𝜆

 (𝑔𝑛 + 𝒂𝒏
𝑇𝑲𝒏

−1𝒒𝒏)𝜂𝑛 = −𝑐 + 𝒂𝒏
𝑇𝑲𝒏

−1𝑟
 

 𝑲𝒏𝒅𝒓 = −𝒓,     𝑲𝒅𝒒 = 𝒒

 𝜂𝑛 = −
𝑐 + 𝒂𝒏

𝑇𝑑𝑟

𝑔 + 𝒂𝒏
𝑇𝑑𝑞

,     𝒅𝑛 = 𝒅𝑟 + 𝜂𝑛𝒅𝑞

 

𝒓 𝒒

𝑲 𝒒

• 

 ‖𝑑‖ = √𝑑𝑇𝑑 ≤ 𝜖𝑑

• 

 ‖𝒓‖ ≤ 𝜖𝑟
 

𝑲𝑘 = 𝑲(𝒖𝑘, 𝜆𝑘)
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 [
𝑲̅𝑛 −𝒒̅𝑛
𝒂𝑛 𝑔𝑛

] [
𝒅𝑛
𝜂𝑛
] = − [

𝒓
𝑐
]

 

 𝒖𝑛
𝑘+1 = 𝒖𝑛

𝑘 − 𝒅𝑛, 𝜆𝑛
𝑘+1 = 𝜆𝑛

𝑘 + 𝜂𝑛
 

𝑲̅𝑛 𝒒𝑛

 

 

Metoda mieszana 

𝑅

Δ𝑅𝑖
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3.3. Stateczność zlinearyzowana 

𝑲 𝜇𝑖 𝒛𝑖
𝑲

 𝑲𝒛𝒊 = 𝜇𝑖𝒛𝒊
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𝑲

𝜇𝑖 > 0

𝜇𝑖 = 0

𝜇𝑖 < 0
 

𝜆

𝑲 = 𝑲(𝜆)

𝜆𝑘𝑟

 𝑲

 𝑑𝑒𝑡𝑲(𝜆𝑘𝑟) = 0
 

 𝑲 = 𝑲𝑀 +𝑲𝐺
 

𝑲𝑀 = 𝑲0
𝑲𝐺 = 𝜆𝑲1

𝜆 𝑲1

 

 𝑲𝒛 = (𝑲0 + 𝜆𝑲1)𝒛 = 0
 

𝜆 = 1

 𝑲0𝒖 = 𝒒0𝜆
 

𝑲𝐺 = 𝜆𝑲1



55 

 (𝑲0 + 𝜆𝑖𝑲1)𝒛𝑖 = 0 ⇔ 𝑲0𝒛𝑖 = −𝜆𝑖𝑲1
 

𝜆𝑖
𝒛𝑖
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a)       b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



57 

 

 

 

4. NARZĘDZIA BADAŃ DOŚWIADCZALNYCH 

4.1. Wprowadzenie 
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4.2. Tensometria elektrooporowa i światłowodowa 

𝜀 ∆𝑅

 ∆𝑅

𝑅
= 𝑘𝜀

 

𝑘
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𝑉0
𝑉𝑠
=
1

4
(
∆𝑅1
𝑅1

−
∆𝑅2
𝑅2

+
∆𝑅3
𝑅3

−
∆𝑅4
𝑅4

)

 

 
𝑉0
𝑉𝑠
=
𝑘

4
(𝜀1 − 𝜀2 + 𝜀3 − 𝜀4)
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 𝜀 =
1

𝑘
(
∆𝜆

𝜆0
−
∆𝜆𝑐
𝜆0𝑐

)

 

∆𝜆

𝜆0
∆𝜆𝑐 𝜆0𝑐
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4.3. Badania polaryzacyjno-optyczne 
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   a)  b) 

  

𝜎1 𝜎2
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 𝛿 =
𝜆𝑔

𝐾𝜀
(𝜀1 − 𝜀2)  𝑙𝑢𝑏 𝛿 =

𝜆𝑔

𝐾𝜎
 (𝜎1 − 𝜎2) 

 

𝛿 𝜎1 𝜎2 𝜀1 𝜀2
𝜆

𝑔

𝐾𝜎 𝐾𝜀

 

𝐾𝜎 𝐾𝜀

 
𝐾𝜎
𝐾𝜀
=

𝐸

1 + 𝜈
 

𝛿 𝑚

𝜆

 𝛿 = 𝑚𝜆
 

𝑚
 

𝑚

𝜎1 − 𝜎2
𝜏𝑚𝑎𝑥

 𝜎1 − 𝜎2 = 𝑚 𝐾𝜎𝑀 = 2𝜏𝑚𝑎𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
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a) b) 

 

 

 

a) b) 
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4.4. Metoda cyfrowej korelacji obrazu 



66 

 
a)  b) 
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(𝑥, 𝑦)
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(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗)

Q(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) Q′(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗)

 

𝑥𝑖
∗ = 𝑥𝑖 + 𝑢 +

𝜕𝑢

𝜕𝑥
∆𝑥 +

𝜕𝑢

𝜕𝑦
∆𝑦

𝑦𝑖
∗ = 𝑦𝑖 + 𝑣 +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
∆𝑥 +

𝜕𝑣

𝜕𝑦
∆𝑦

 

𝑢, 𝑣

𝑥 𝑦 ∆𝑥 ∆𝑦 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)

 



69 

𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 𝑔(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗)

(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗) 𝑓 i 𝑔

 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) − 𝑒(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) = 𝑟0 + 𝑟1 𝑔(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗)
 

𝑟0 𝑟1

𝑒(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)

 

 𝑆(𝑝) = 𝑚𝑖𝑛∑(𝐹𝑖 − 𝐺𝑖)
2

𝑛

𝑖=1
 

𝑝 = [𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
,
𝜕𝑣

𝜕𝑥
,
𝜕𝑣

𝜕𝑦
]

 𝐹𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) i 𝐺𝑖 = 𝑟0 + 𝑟1 𝑔(𝑥𝑖
∗, 𝑦𝑖

∗) 
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𝐺

Φ(𝐺) = 𝑎𝐺 + 𝑏 𝑎

𝑏

 𝑆(𝑝) = 𝑚𝑖𝑛∑( 𝐹𝑖 − (𝑎𝐺𝑖 + 𝑏))
2

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑢, 𝑣, 𝜕𝑢 𝜕𝑥⁄ ,

𝜕𝑢 𝜕𝑦⁄ , 𝜕𝑣 𝜕𝑥⁄ i 𝜕𝑣 𝜕𝑦⁄

𝑆

 

 ∆𝑅𝑖 = −
∇(𝑅𝑖)

𝐻(𝑅𝑖)
 

𝑅𝑖

 

 𝑅𝑖
𝑇 = (𝑢, 𝑣,

𝜕𝑢

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
,
𝜕𝑣

𝜕𝑥
,
𝜕𝑣

𝜕𝑦
)

 

∇(𝑅𝑖)
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∇(𝑅𝑖)
𝑇 = (

𝜕𝑆

𝜕𝑢
,
𝜕𝑆

𝜕𝑠
,
𝜕𝑆

𝜕 (
𝜕𝑢
𝜕𝑥
)
,
𝜕𝑆

𝜕 (
𝜕𝑢
𝜕𝑦
)
,
𝜕𝑆

𝜕 (
𝜕𝑣
𝜕𝑥
)
,
𝜕𝑆

𝜕 (
𝜕𝑣
𝜕𝑦
)
)

 

𝐻(𝑅𝑖)

 

∆𝑅𝑖

10−4

5 ∙ 10−6

 𝑔(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑𝛼𝑚𝑛𝑥
𝑚𝑦𝑛

3

𝑛=0

3

𝑚=0
 

𝛼𝑚𝑛
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Brak interpolacji Interpolacja dwuliniowa 
Interpolacja splajnem  

kubicznym 
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a) b) 

 
 

 

a) 

  
b) c) 

  
d) 
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5. UWARUNKOWANIA BIEŻĄCEGO ŚLEDZENIA 

ZGODNOŚCI WYNIKÓW OBLICZEŃ  

NUMERYCZNYCH ORAZ BADAŃ  

EKSPERYMENTALNYCH 

5.1. Wprowadzenie 



78 

 

 



79 

5.2. Ustroje wzmacniane usztywnieniami geodetycznymi 

5.2.1. Wprowadzenie 



80 

 



81 

 

 

 

 



82 



83 

5.2.2. Podstawy teoretyczne 

a) b) 

 

 

 

𝜀𝑖 = 𝜀𝑥𝑐𝑜𝑠
2𝜃𝑖 + 𝛾𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝜀𝑦𝑠𝑖𝑛

2𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3
 

 (

𝜀1
𝜀2
𝜀3
) = [

𝑐𝑜𝑠2𝜃1 𝑠𝑖𝑛𝜃1𝑐𝑜𝑠𝜃1 𝑠𝑖𝑛2𝜃1
𝑐𝑜𝑠2𝜃2 𝑠𝑖𝑛𝜃2𝑐𝑜𝑠𝜃2 𝑠𝑖𝑛2𝜃2
𝑐𝑜𝑠2𝜃3 𝑠𝑖𝑛𝜃3𝑐𝑜𝑠𝜃3 𝑠𝑖𝑛2𝜃3

] (

𝜀𝑥
𝛾𝑥𝑦
𝜀𝑦
)

 

𝑃𝑖

 𝑃𝑖 = 𝑏𝐸𝜀𝑖
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𝜎𝑥 =
2𝑃1 + (𝑃2 + 𝑃3)𝑐𝑜𝑠𝜃1

2ℎ𝑏

𝜎𝑦 =
(𝑃2 + 𝑃3)𝑠𝑖𝑛𝜃1

𝑎𝑏

𝜏𝑥𝑦 =
(𝑃2 − 𝑃3)𝑠𝑖𝑛𝜃1

2ℎ𝑏
 

 

 

{

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

} = (
𝑏

2ℎ
𝐸) [

2(1 + 𝑐𝑜𝑠3𝜃𝑖) 2𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑐𝑜𝑠𝜃1 0

4ℎ𝑎−1𝑐𝑜𝑠3𝜃1𝑠𝑖𝑛
2𝜃1 4ℎ𝑎−1𝑠𝑖𝑛3𝜃1 0

0 0 2𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑐𝑜𝑠𝜃1

] {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦

}

 

𝑺 𝑸

 

𝑺 =

[
 
 
 
 
 
 
1

𝐸1
−
𝜈12
𝐸1

0

−
𝜈21
𝐸2

1

𝐸2
0

0 0
1

𝐺12]
 
 
 
 
 
 

𝑸 =

[
 
 
 
 

𝐸1
1 − 𝜈12𝜈21

𝜈12𝐸2
1 − 𝜈12𝜈21

0

𝜈21𝐸1
1 − 𝜈12𝜈21

𝐸2
1 − 𝜈12𝜈21

0

0 0 𝐺12]
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𝐸1 = 2(
𝑏

2ℎ
𝐸) =

𝑏

ℎ
𝐸

( )
𝑠𝑖𝑛3𝜃1
𝑐𝑜𝑠3𝜃1

= ( )
𝑠𝑖𝑛3𝜃1
𝑐𝑜𝑠3𝜃1

𝜈12 = (
2ℎ

𝑎
)
𝑐𝑜𝑠2𝜃1𝑠𝑖𝑛𝜃1
1 + 𝑐𝑜𝑠3𝜃1

𝜈21 = (
𝑎

2ℎ
)
1

𝑡𝑔𝜃1

𝐺12 = (
𝑏

ℎ
𝐸) 2𝑠𝑖𝑛2𝜃1𝑐𝑜𝑠𝜃1

 

𝐸1 𝐸2
𝐺12 𝜈12 𝜈21

 
  a) b) c) 

 
  

𝜃𝑖 60°

 

(
𝜎𝑥
𝜎𝑦
) =

𝐸𝑖𝑠𝑜
1 − 𝜈𝑖𝑠𝑜

2 [
1 𝜈𝑖𝑠𝑜
𝜈𝑖𝑠𝑜 1

] (
𝜀𝑥
𝜀𝑦
)

𝜏𝑥𝑦 =
𝐸𝑖𝑠𝑜

2(1 + 𝜈𝑖𝑠𝑜)
𝛾𝑥𝑦

 
 

 

𝜽 = 𝜷 
𝜽 = 𝟔𝟑, 𝟒𝟑° 
𝜷 = 𝟓𝟑, 𝟏𝟒° 
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𝐸𝑖𝑠𝑜 =

𝑏

ℎ
𝐸

𝜈𝑖𝑠𝑜 = 1 3⁄
 

 
(
𝜎𝑥
𝜎𝑦
) = (

𝑏

ℎ
𝐸) [

2(1 + 𝑐𝑜𝑠3𝜃) 𝑠𝑖𝑛3𝜃

𝑠𝑖𝑛3𝜃 4𝑠𝑖𝑛3𝜃
] (
𝜀𝑥
𝜀𝑦
)

𝜏𝑥𝑦 = (
𝑏

ℎ
𝐸) 𝑠𝑖𝑛3𝜃𝛾𝑥𝑦

 

 
(
𝜎𝑥
𝜎𝑦
) = (

𝑏

ℎ
𝐸) [

1,09 0,36
0,36 1,43

] (
𝜀𝑥
𝜀𝑦
)

𝜏𝑥𝑦 = (
𝑏

ℎ
𝐸)0,36𝛾𝑥𝑦

5.2.3. Przedmiot badań 



87 

 
a) b) c) 

  
 

 

 

5.2.4. Analiza odchyłek wykonawczych 



88 

 
a) b) 

  

 

a) b) 

  



89 

a) b) 

     

 
    a)     b) 

  



90 

5.2.5. Badania doświadczalne 

 
a) b) 
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92 
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94 

 

 



95 

 

 

 



96 
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struktura idealna 



98 

5.2.6. Analizy numeryczne w ujęciu MES 

𝐸 = 70 GPa 𝜈 = 0,33, 

𝐸𝑡 = 0,9 GPa

𝑅𝑢 =  488 MPa

𝐸 = 210 GPa

𝜈 = 0,3

𝜈
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M1 M2 M3 

• 

• 

• 
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𝜏𝑘𝑟
𝜏𝑘𝑟_M1
𝜎𝑘𝑟
𝜎𝑘𝑟_M1

ugięcie

ugięcie_M1
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a) b) c) 

   

 

 

𝛾

γ
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a) b) 
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a) b) 

  

 

a) b) 
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a) b) 

  

 

a)     b) 

     

 

a) b) 
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5.2.7. Konfrontacja wyników badań eksperymentalnych  

i analiz numerycznych 
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𝑞𝑘𝑟  [N/mm]
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     a)    b) 
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a) b) 
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  a)        b) 
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5.2.8. Analiza sposobu modelowania szczegółów  

geometrii konstrukcji 

 
a) b) 
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𝛾

 

 



116 

 

 



117 

a) b) 

  

  

5.2.9. Wpływ parametrów kontroli rozwiązania  

na otrzymywane rezultaty 



118 

 



119 
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a) b) 

  

c) d) 
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a) b) 

  
c) d) 

  

5.2.10. Porównanie wyników MES dla płyty gładkiej i żebrowanej 
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a) b) 
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𝛾

 

 

 

𝛾
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130 

 

 
a) b) 
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a) b) 

  

 

a) b) 

  

 

a) b) 
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5.2.11. Wpływ wykroju w płycie usztywnianej 

 
a) b) 

  

 



133 
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a) b) 

  

 

a) b) 
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𝛾
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a) b) 
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a) b) 

  

5.2.12. Wnioski i podsumowanie badań nad strukturami  

usztywnianymi żebrami geodetycznymi 



141 



142 

5.3. Płyty wzmacniane niskimi, równoległymi żebrami  

w stanach zaawansowanych deformacji 



143 

 



144 
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a) b) 

  



146 



 
a) b) 

  

 



147 

 



148 



149 

a) b) c) 

  
 

 

a) b) 

  



150 

 

 

a)        b) 

         



151 

 
a) b)  

 

 

 



152 

 

a) b) 

  

 

 



153 

 

a) b) 

  

 
 
 



154 

 

a) b) 

  

 
 

a) b) 
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       a)     b) 

  

        a)        b) 

  

            a)            b) 
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𝑞𝑘𝑟  [N/mm]
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a) b) 
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a) b)  

   

 

5.4. Analiza struktur nośnych wytwarzanych  

w technologii druku przestrzennego 

5.4.1. Wprowadzenie 



160 

                                                      
1 ABS – terpolimer akrylonitrylo-butadieno-styrenowy (ang. Acrylonitrile Butadiene Styrene). 
2 PLA – polilaktyd (ang. PolyLactic Acid). 
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 °
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a) b) 

  

𝜈12

𝐺12

5.4.2. Badania płyt poddanych ścinaniu 



163 

 
    a)     b) 

  



164 

• 

• 

• 

 



165 

 

a) b) 
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5.4.3. Badania wielosegmentowych ustrojów nośnych  

poddanych skręcaniu 



168 

 
     a)        b) 
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    a)     b) 

  

 

          a)          b) 
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φ



171 

 
    a)     b) 
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Przekątna górna Przekątna dolna 
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Przekątna górna Przekątna dolna 
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6. STOSOWANIE OPTYCZNYCH METOD  

POMIAROWYCH DO BADAŃ  

KONSTRUKCJI LOTNICZYCH 

6.1. Wprowadzenie 



176 

6.2. Przykłady 

6.2.1. Przykład badania tylnej części kadłuba motoszybowca 

a) 

 
b) 

  



177 

6.2.2. Badania zmęczeniowe kompozytowego dźwigara  

skrzydła motoszybowca 

                                                      
3  Wielofunkcyjny dwumiejscowy motoszybowiec nowej generacji (KB/68/12823/IT1-B/U/08). 
4  Napęd hybrydowy wykorzystujący ogniwa paliwowe lekkiego statku powietrznego  

(PBS3/A6/24/2015). 



178 

 

 

 
   a) b) 
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Rdzeń bagnetu z pianki poliuretanowej 



180 

 
a) b) 
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a) b) 
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183 

 

 

 

= 1,52 mm 

= −2,34 mm 



184 

 

 



185 



 
a) b) 
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6.2.3. Badania wpływu dodatkowego zasobnika  

na aparaturę pomiarową na właściwości lotne szybowca 

                                                      
5  Projekt badawczy AIM2 (ACP0-GA-2010-266107) był realizowany w ramach siódmego programu 

ramowego Wspólnoty Europejskiej w zakresie badań, rozwoju technologicznego i demonstracji. 
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189 
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192 

 
a) b) 
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a) b) 
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 °

 °

 °

 

 
a) b) 

 
 

 °

 °  °
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7. UWAGI KOŃCOWE 

7.1. Realizacja pracy 

• 

• 



196 



197 



198 

7.2. Oryginalne elementy pracy 



199 

7.3. Kierunki dalszych badań 



200 

 

 
 

                                                      
6  Projekt „Wpływ właściwości termomechanicznych na stateczność i nośność ściskanych cienko-

ściennych profili kompozytowych”, realizowany w ramach umowy nr MEIN/2022/DPI/2578. 
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