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FILTR GAUSSA — WEA SCIWO SClI,
REALIZOWALNO SC, ZASTOSOWANIE

Przedstawiono teoretyczne dgavosci filtru Gaussa, aproksymagcjego charakte-
rystyki czstotliwoiciowej i syntez jego transmitancji operatorowej. Pokazano
wiasciwosci rzeczywistych filtrow Gaussa izdice w poréwnaniu z filtrem ideal-
nym. Przedstawiono przykiad zastosowania tegafiltitelekomunikaciji.

1. Wprowadzenie

Z filtrami elektrycznymi spotykamy sibardzo czsto. Spérdd ich wielu
typow w swiadomdaci inzynieréw i technikow elektroniki czy telekomunikaciji
utrwality si¢ na pewno nazwy filtréw Butterwortha, Czebyszewsi Bessela
(eliptyczne). Filtry te maj okreslone wiaciwosci, specyficzne dla jednego pa-
rametru, i ze wzgdu na nie g stosowane. Znacznie rzadziej spotyka fgtr
Gaussa, a ma on ciekawe ydavosci i jego synteza jest ciekawa, dlatego in-
formacje o nim warteasrozpowszechnienia.

2. Teoretyczne wiaciwosci filtru Gaussa

Filtr Gaussa jest okfkany jako filtr, ktérego odpowiedimpulsowa (na
pobudzenie impulsem Diraca) jest funkdpaussa, tzn. funkgjwykiadnicz
zalezna od ujemnego kwadratu czasu [1, 6]:

hy (t):J%e‘“‘z (1)

Wspdtczynnik przed funkgjwyktadnicz nie jest konieczny, ale przy podanegj
jego wartdci catka z odpowiedzi impulsowej jest rowna jeglrio Odpowied
(1) jest okrélona dla t < > 0, a wtc formalnie filtr Gaussa o takiej definicji jest
nierealizowalny, bo jest nieprzyczynowy. Jakzama da¢ tatwo obliczy¢, trans-
formata Fouriera odpowiedzi (1) jest rowna:

&
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Jest ona rzeczywista — argument jej jest rowny.zBst to inaczej transmitancja
filtru Gaussa przy pobudzeniu sinusoidalnym, zatéeaalenie od czstotliwo-
sci filtr ten nie wprowadzaadnego przesugiia fazowego (!), ale dotyczy to
filtru idealnego.

Transformata Fouriera odpowiedzi impulsowej jestfinkcja Gaussa (ale
w dziedzinie cgstotliwosci). Zatem filtr Gaussa nina scharakteryzowatym,
ze i odpowied impulsowa, i transmitancja $unkcjami Gaussa -agpodobne do
siebie;zaden inny znany filtr nie ma takiej vitawosci, aby odpowied impul-
sowa i transmitancja wytaly sk podobnymi zalenosciami (uwzgkdniajac
oczywicie inne argumenty). Przyjmyg typowe kryterium (-3 dB) dla ¢gto-
tliwosci granicznej dolnoprzepustowego filtru Gaussapjsgeroké¢ pasma
mozna na podstawie (2) obliczy

B :1 aln2 3)
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Odpowied dowolnego filtru na skok jednostkowy jest catk jego odpo-
wiedzi impulsowej. Odpowied (1) jest zawsze dodatnia, wykazuje symetri
i maksimum dla t = 0, dlatego odpowig@dnostkowa filtru Gaussa jest mono-
toniczna i wykazuje punkt przegia dla t = 0. Przy pobudzeniu filtru Gaussa
impulsem prostoitnym o wikszej szerok&ci na wygciu filtr otrzymuje ,za-
okraglony” impuls, z symetrycznymi zboczami naragtgimi i opadajcymi,
bez zadnych tzw. przerzutéw i oscylacji (rys. 1.) — jeéet cecha pmdana
w réznych uktadach impulsowych.

a)

b)

Rys. 1. Przykladowe pobudzenie prostole idealnego filtru
Gaussa (a) i jego odpowig¢b)

Jest to ponownie jedyny filtr o takim charakteozipowiedzi jednostkowe.
Jak wynika z literatury [6], pod tym wzglem znacznie podobny jest filtr
Bessela, ale jego odpowiefednostkowa wykazuje jednak niewielki przerzut,
natomiast filtr Gaussa zadnego, take zapewnia on nieco mniejszy czas nara-
stania nt filtr Bessela [6].

3. Realizowalng¢ filtru Gaussa

Odpowied impulsowa filtru Gaussa, pokazana na rys. 2a,rjegirzyczy-
nowa (zaczyna siwczeniej, niz naspito pobudzenie, i do tego jeszcze zaczy-
na s¢ dla t = —o ), zatem filtr nie mae by fizycznie zrealizowany. Dlatego
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konieczna jest jalkaaproksymacja takiej charakterystyki czasowej —ojefv-
nienie i ,uckcie”, aby byla realizowalna; moa to take przenié¢ w dziedzir
czestotliwosci, tzn. aproksymaciji m@ podlega transmitancja filtru, wyrzona
wzorem (3).

a) b)

Rys.2. Odpowied filtru Gaussa: a) ide-
alnego, b) przyktadowego filtru rzeczy-
wistego o skaczonym czasie trwania
odpowiedzi 0 o

Realizacg dowolnego filtru wykonanego z elementéw o statgkhpionych
rozpoczyna s od wyraenia jego transmitancji w postaci operatorowej fiink
wymiernej:

_N@)_ ntnstné+ g¥+ & p's
D(s) d,+ds+d,$+ g3+ .+ (%

H(s) k< m <o (4)

gdzie, ze wzgldu na stabiln&, wielomian D(s) musi miezera w lewej pot-
ptaszczynie zmiennej s; metody syntezy takich funkcji traitancji @ zna-
ne [1]. Od stopnia wielomianu D(s) zajerzad filtru i liczba elementéw nie-
zbednych do jego syntezy.

Z filtrem Gaussa jest ,problem” — jego transmitane dziedzinie cgsto-
tliwosci (3) nie wyraa sk funkcja wymierma. Czy zatem rgd takiego filtru jest
zerowy? Ale ména na to spojrzewrgcz przeciwnie. Znane jest rozwggie
funkcji wyktadniczej w szereg McLaurina [4]:

R TRV S VI SV (5)
2! 3! 4!

zatem transmitanej(3) mazna przedstawiw postaci nieskiczonego szeregu:

Ho(jod =€ 4 = = 2 ©)

Przy takim spojrzeniu na ten problem filtr Gaussazenjawic si¢ jako filtr

0 rzdzie nieskaczonym! Powstaje wC koniecznéé ograniczenia rozwigcia
potegowego (6) do skixzonej liczby wyrazow (i przégia nastpnie do transmi-
tancji operatorowej), ale niestety niedaie to wtedy idealny filtr Gaussa; jego
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charakterystyka i wkiwosci beda aproksymowanev wigkszym lub mniejszym
stopniu.

4. Aproksymacja charakterystyki czestotliwosciowej
| synteza funkcji transmitancji

Rozwamy teraz problem aproksymaciji filtru Gaussa o jestk@wvej pulsa-
cji granicznej. Na podstawie (3) i (4) transmitanta (i jednoczaie jej modul)
moze by wyrazona jako:

_In2

In2
Ho)=e 2 [0g0346e’ (7)

natomiast kwadrat jej modutu (wygodniejszy w datszyozwaaniach) mana
wyrazic w postaci:

|H(w)|2 — @28 [ 5069317 (8)

Zastosowanie do tej ostatniej wietkd rozwiniecia w szereg wedtug (6) da
w efekcie:

- 1
0,693M% ... _ (9)

e =
1+0,69310) + 0,240%0" + 0,055H°+ 0,00Q6° +

Zazwyczaj przy syntezie filtru dana jest jego traitancja (modub)CH(jw)O
i poszukiwana jest postaperatorowej funkcji wymiernej H(s), ktérej modiia
s = jw bytby rowny transmitancji zadanej. Istotne jestamiu przejcie:

IH(j)| O 8- H(s)

Przefcie to, mae wbrew oczekiwaniom, nie jest takie oczywiste. \Raany
bardzo prosty przypadek filtru Butterwortha o madirhnsmitanciji:

. 1
albo [H(jw)[ =

. 1

H(jw)| =

| | V1+o’

Jezeli do tego wyraenia podstawi ,mechanicznie’w = s/j, otrzyma si:
1

A

gdzie obecn& znaku minus mge nas wprawi w zaktopotanie. W przypadku
bardziej ztaonych transmitancjiH(jw)[0 zgadywanie postaci funkcji H(s) na

1

albo |H(s)|2 "o
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pewno si nie powiedzie. Dlatego w takim przypadku ppsfe s¢ wedtug po-

nizszej procedury:

1) do kwadratu modulu wymaganej transmitancji diltrl(joy) podstawia si
w = slj,

2) w mianowniku otrzymuje siwielomian zmiennej © r&znych, dodatnich
i ujemnych wspétczynnikach,

3) dokonuje si rozktadu tego wielomianu na iloczyn wielomianowspi D(-s);
w tym celu rozktada sigo na elementarne czynniki type st i &+ s +y,

4) wszystkie czynniki o zerachzgcych w lewej potptaszczpie tworz szuka-
ny wielomian D(s), pozostate twargvielomian D(-s).

Im wiecej wyrazéw w rozwirgciu (9) zostanie uwzgtinionych, czyli im
wigkszy jest rad filtru, tym doktadniej jest aproksymowana chaemystyka
idealnego filtru Gaussa i w szerszym pasmie. Widedest to na rys. 3., gdzie
pokazano przebieg modutu transmitancji rzeczywlstiiitrow Gaussa radow
2,4, 618w porownaniu z charakterystyfiditru idealnego (o rzdzie nieska-
czonym) [2]. Przy wyszych rzdach aproksymacji wygbuje dobra zgodrsé
charakterystyk nawet ,gboko” w pasmie zaporowym.

0
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[H{jeo)l
dB
-10
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-30 !

filtr idealny
1 2 3 ®

Rys. 3. Transmitancja (modut) idealnego i rzeczimyge filtru Gaussa dla stopni 2, 4, 6, 8;
zastosowano skalogarytmiczm dla modutu transmitancji

5. Zastosowanie

Specyfikacje kilku standardéw telekomunikacyjnyzdwieraj informacje
o stosowaniu filtracji filtrem Gaussa. Filtracj&aastosowana jest np. w telefonii
komorkowej GSM, w telefonii DECT i w systemie Bloeth.
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Stosowana w systemie GSM modulacja cyfrowa nosva&MSK (Gaus-
sian Minimum Shift Keyind3, 5]. Polega ona na tynie dane cyfrowe prze-
puszczaneasprzez filtr Gaussa o BT = 0,3 (B — pasmo filtru-Tzas trwania
jednego bitu) i nagpnie modulug modulator FSK o indeksie modulacji h = 0,5.
Daje to radykalne zagzenie zajmowanego pasma, ale niestetytzey. interfe-
rencje me¢dzysymbolowe (rys. 4c). Uzyskaniegskiego pasma jest tu waiej-
sze, dlatego te interferencje $oleruje, odpowiednio rozbudowagj uktady od-
biorcze, aby zredukowamazliwos¢ bigdnego dekodowania tak znieksztatcone-
go sygnatu cyfrowego.
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Rys. 4. Przykladowe przebiegi cyfrowe: a) naseij filtru Gaussa,
b) na wygciu filtru o BT = 1, ¢) na wyciu filtru 0 BT = 0,3

Poréwnanie tego, jak #ai si¢ sygnat cyfrowy przy przechodzeniu przez
rzeczywisty filtr Gaussa i Butterwortha, pokazareorgs. 5. Widoczne jeste
ten drugi daje tzw. przerzuty, ktérych pozbawioest pdpowied filtru Gaussa.
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Rys. 5. Rezultaty praktycznych pomiaréw
ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ [\ G przechodzenia sygnatu cyfrowego (0) przez

v U U U U \‘ filtr Butterwortha (B) i filtr Gaussa (G) o tych
samych cgstotliwosciach granicznych

6. Podsumowanie

Przedstawiono wkgiwosci, syntez oraz zastosowanie filtru Gaussad#
cego rzadziej stosowanym i mniej znanym filtrenp@&vodu swoich whiwo-
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sci (brak oscylacji i przerzutow w odpowiedzi jedtiasvej) filtr Gaussa mie
znalez¢ zastosowanie w technice impulsowej, gdzie tam gdzie istotne jest,
aby impulsy miaty symetrycznie uksztattowane zboecga w analogowej tech-
nice TV. Filtr Gaussa (oraz Bessela) agléo grupy filtrow, ktorych transmi-
tancje_musz by¢ aproksymowane skazonym wielomianem, gayteoretycznie
dane g one funkcjami wyktadniczymi.
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GAUSS FILTER — PROPERTIES, REALIZABILITY, APPLICATI ON

Summary

There are presented theoretical properties ofideal Gauss filter. There is depicted an
approximation of its frequency response. It leaslghie real Gauss filter. There are shown its
properties and the differences to the ones of diealifilter. An application of Gauss filter for
symmetrical smoothing of a digital pulse train iegented.
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